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TRAITÉ   ÉLÉMENTAIRE 


DE 


CALCUL  DIFFERËMIEL 


ET  DE 


CALCUL   INTEGRAL. 
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"  On  ne  saurait  éunmérer  tout  ce  que  ce  genre 
"  de  calcul  a  fait  faire  de  découTertcs  dan» 
"  l'analyse  mathématique  et  dan»  la  philosopliic 
"  uaturcUc.  Il  n'est  presque  pas  une  question 
"  un  peu  élevée  de  matliéinatlques  pures  ou 
"  appliquées  qui  n'en  dépende,  et  qui  puisse  être 
"  résolue  sans  lui."  Bioi. 
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1848. 
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Ce  traité,  comme  le  titre  l'indique,  est  pure- 
ment élémentaire  :  iï  est  destiné  à  suppléer 
d'autres  ouvrages  plus  volumineux  et  trop 
difficiles  pour  la  plupart  de  ceux  qui  com- 
mencent à  se  livrer  à  cette  étude.  De  nom- 
breuses applications  y  ont  été  substituées  à 
plusieurs  théories  compliquées,  que  renfer- 
ment ordinairement  des  traités  plus  étendus. 
Joindre  autant  que  possible  la  clarté  à  la  pré- 
cision, telle  est  l'intention  qui  a  présidé  à  la 
rédaction  de  ce  petit  ouvrage. 
Québec,  janvier,   1848. 
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AVANT-PROPOS. 


Les  travaux  de  Viète  et  de  Descartes,  qui 
avaient  déjà  fait  faire  d'immenses  progrès  aux 
Mathématiques,  avaient  préparé  la  voie  aux  gran- 
des découvertes  de  Newton  et  de  Leibniz.  D'autres, 
tels  que  Cavaliéri,  Fermât,  Roberval,  Barrow, 
Wallis,  etc.,  y  avaient  aussi  puissamment  contri- 
bué. C'est  vers  1665  que  Newton  inventa  la  mé- 
thode des  Fluxions.  Il  la  communiqua  à  plusieurs 
autres  mathématiciens,  mais  sans  la  leur  découvrir 
d'une  manière  explicite.  Dans  une  de  ses  lettres, 
qui  fut  transmise  à  Leibniz,  cette  méthode  était 
exposée  sous  la  foime  de  l'anagramme  suivante  : 


VI 


iia  ce  dw  hh'Jf  71  ;V  On  lo  \q  rr  4v  0/  \'2v  .r, 
La  phrase  cachée  sous  cette  énigme  était  celle-ci  : 
"  Data  œquationey  quotcimque  Jluentes  quaiitiliiien 
involventOf  ftuxiones  invenire^  et  vice  versùP —  Co 
ne  fut  qu'en  1704  que  Newton  exposa  formelle- 
ment sa  méthode  dans  un  ouvrage  sur  la  Quadru- 
turc  den  Courbes. 

Leibniz,  de  son  côté,  publia  son  premier  écrit 
sur  le  Calcul  différentiel  en  168-1,  dans  les  Actes  de 
l.eipziff  (1.) 

Vers  1691,  les  Beniouilli  commencèrent  aussi  à 
s'occuper  de  ce  sujet,  et  en  1696  le  marquis  de 
l'Hôpital  publia  le  premier  traité  sur  cette  branche 
des  mathématiques.  Ils  suivaient  en  tout  la  mé- 
thode de  Leibniz. 

Depuis,  plusieurs  autres  méthodes  ont  été  ima- 
jïinées  :  les  plus  remarquables  sont  celle  des  Frac- 
lioHn  évanouismute.s  de  Landen,  celle  des  Limites 
de  D'Alembert,  et  celle  de  Dérivation  de  Lagrange, 
exposée  par  lui-même  dans  sa  Théorie  desfonctions 
analytiques. 

Ces  diverses  méthodes  conduisent  toutes  aux 
mêmes  résultats  ;  elles  les  expriment  à  peu  près  de 
la  môme  manière.  La  différence,  qui  existe  entre 
elles,  est  plutôt  métaphysique  que  mathématique. 
Il  est  donc  indifférent  quelle  est  celle  que  l'élève 
étudie  d'abord,  pourvu  qu'il  ait  ensuite  le  soin  de 
les  comparer  ensemble. 

(1)  Leibniz  ayant  été  accusé  d'avoir  emprunté  sa  niôthoilc  à 
Newton,  en  appela,  en  1711,  à  la  Société  Royale  de  Londres,  qui. 
après  un  long  examen  do  la  question,  décida  que  Newton  était  !c 
premier  inventeur.  La  postérité  \»lus  impartiale  a  regardé  ces  deux 
illustres  mathématiciens  comme  les  inventeurs,  indépendants  l'un  de 
l'autre,  des  mctliodcs  qui  portent  leurs  noms. 
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"  QuHlo  (|np  .^.»it  itll.'  (|u'il  choisisso,  disout  lis 
ViMlatloiUK  (listingiu's  iriuie  MncyclopiMlic  piihliôc 
roccinment  à  Londres  (2),  nous  croyons  que  l'élève 
devrait  s'accoutumer  à  traduire  chaque  résultat 
dans  le  langajre  du  calcul  infinitésimal,  et  à  le  dé- 
montrer  par  la  mémo  méthode.  Cardes  que  l'on 
aura  bien  saisi  les  principes  de  ce  calcul,  on  com- 
prendra et  l'on  retiendra  beaucoup  plus  aisément 
tout  ce  qui  s'ensuit,  et  l'on  en  fera  bien  plus  facile- 
ment l'application,  que  par  aucune  des  autres  mé- 
thodes. " 

"  On  ne  saurait  énumércr,  dit  Biot  en  parlant  du 
Calcul  différentiel,  tout  ce  que  ce  genre  de  calcul 
a  fait  faire  de  découvertes  dans  l'analyse  mathé- 
matique et  dans  la  philosophie  naturelle  :  il  nous 
suffira  ici  de  dire  qu'il  n'est  presque  pas  une  ques- 
tion un  peu  élevée  de  mathématiques  pures  ou  ap- 
pliquées qui  n'en  déponde,  e(  qui  puisse  être  résolue 
sans  lui.  " 
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(2)  The  Penny  Cydopcpdia  of  the  Society  for  Ihe  diflusion  of  use- 
fui  kuowleJge  :    ^^/ic/f,  Differential  Calcui.vs. 
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CALCUL  DIFFERëMëL. 


CHAPITRE  I. 


PRINCI  PES. 


ARTICLE    PREMIER.— DÉFINITIONS. 

!•  Les  quantités  variables  sont  celles  dont  la 
valeur  change  ou  peut  changer  dans  le  cours  d'une 
même  opération  ;  les  constantes  sont  celles  dont  la 
valeur  est  fixe.  Les  constantes  se  désignent  par 
les  premières  lettres  de  l'alphabet,  et  les  variables 
par  les  dcmiéres.  Ainsi  dans  l'équation  du  cercle, 
2/2  =  2a.v~-.x^j  l'ordonnée  y  et  l'abscisse  .v  sont  des 
variables  ;  a,  le  rayon,  est  une  constante. 

*.  La  différentielle  d'une  v  ariublc  est  la  diffé- 
rence entre  la  valeur  primitive  de  cette  variable,  et 
sa  valeur  après  qu'elle  a  reçu  une  altération  infini- 
ment petite  :  c'est-à-dire  que  la  différentielle  d'une 
variable  est  une  quantité  infiniment  petite  dont 
cette  variable  a  été  augmentée  ou  diminuée. 
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3.  Le  Calcul  différentiel  est  l'art  de  trouver  les 
différentielles  des  variables,  et  les  rapports  qui 
peuvent  exister  entre  ces  différentielles. 

4.  Newton  aj)pellc  Calcul  des  Jluxions,  ce  que 
Leibniz  appelle  Calcul  différentiel,  parce  qu'il  con- 
sidère Taccroissement,  que  reçoit  une  quantité, 
comme  produit  par  mouvement.  Il  désigne  la 
fluxion  de  cv,  par  un  point  placé  au-dessus  de  cette 

lettre  ;  ainsi,  a.\ 

Leibniz  désigne  la  différentielle  de  .v,  par  la 
minuscule  d  (*)  placée  devant  cette  quantité  ;  ainsi, 
d  X. 

3,  Lorsqu'on  veut  indiquer  la  différentielle  de 
plusieurs  termes,  on  doit  les  mettre  entre  paren- 
thèses ;  par  exemple  :  d  {a.^  +  y). 

Quand  la  lettre  d  est  suivie  d'un  point,  elle  af- 
fecte alors  tout  ce  qui  la  suit  immédiatement  :  ajnsi 
la  différentielle  de  iiv  est  d.tiv  ;  celle  de  a;%  .... 
d.  x^  ou  d  (^). 

O'  Les  constantes  n'ont  évidemment  pas  de  diffé- 
rentielles, d'après  leur  définition  même.  Ainsi  la 
différentielle  de  £c  +  a  est  la  même  que  celle  de  .r, 
c'est-à-dire  da,\ 

y.  De  même  que  la  variable  A'  a  une  différen- 
tielle da:,  ainsi  cette  différentielle  première  a-t-elle 

t*]  d,  première  httteùe  ce  mot  différentielle. 
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aussi  ù  son  tour  une  différientielle  d2;i;  qu'on 
appelle  différentielle  seconde  ;  et  celle-ci,  une  dif- 
férentielle d^x,  qu'on  nomme  différentielle  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite. — Newton  désigne  ces 
quantités  comme  suit  : 

"  *'"    •" 

Xj    30,    Ju,     CCC* 

Il  ne  faut  pas  confondre  ces  trois  expressions... 
dx^.,..  d.  aP....  d'ic..  La  première  est  le  carré  de  la 
différentielle  de  x  ;  la  seconde  est  la  différentielle 
du  carré  de  x  ;  et  la  troisième,  la  différentielle  se- 
conde de  X. 

8.  On  appelle  fonction  d'une  variable,  une 
expression  qui  contient  cette  variable  d'une  ma- 
nière quelconque. 

Ainsi  rt.^•2  +  bx,  log.  ax,  y/2ax—x^,  &c.  sont 
autant  de  fonctions  de  x. 

Quand  on  parle  en  général  d'une  fonction  de  x, 
on  l'indique  de  cette  manière  :   f{x),  F  [x),  f  (a;). 


AIITICLE     DEUXIÈME. 


DIl'FKllENTIATION  DES  FONCTIONS 
ALGÉBRIQUES. 


REGLE  rOUR   DIFFÉRENTIEIl  UNE  QUANTITÉ  SIMPLE. 

O.  On  place  la  lettre  minuscule  d  devant  cette 
(juantité,  11  o 
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REGLE    GENERALE  POUR    DIFFERENTIER    UNE 
QUANTITÉ    COMPOSÉE. 

10.  Soit  cette  quantité  t.  On  ajoute  à  chaque 
variable  sa  propre  différentielle.  Alors  soit  la 
quantité  t  devenue  par  là  T.  On  prend  la  diffé- 
rence T — t,  qui  est  évidemment  la  différentielle 
cherchée. 

Exemple,     Soit  proposé   de  différenticr  {a  +  a?)^. 
Ici  t  =  {a+  xf  =«2  +  o  ax  +  œ2. 

T-\(i-\-  X  +  fto)2  =  «2  _j.  o  «a;  +  a;2  +  o  adx  + 
2  xf/x  4-  rfx2. 

Donc  r —  t=')ladxJf.^xdx-\-  dx^. 

Mais  </a;2  étant  le  carré  d'une  d'.lTérenticUe  dx, 
est  infiniment  plus  petit  que  dx^  et  peut  par  con- 
séquent se  négliger  sans  erreur  sensible.  Donc 
le  différentielle  cherchée  est  (2  «  +  2  a;)  dx. 

11.  Règle  pour  différentier  une  quantité 
dans  laquelle  les  variables  ne  passent  pas  le 
1er.  DEGRÉ. — On  ejfcice  les  termes  constants,  et  on 
substitue  aux  variables  leurs  j)vopres  différentielles. 

En  effet,  soit  à  différentier  l'équation 
M-  a:  =  ay  —  c. 

D'après  la  règle  générale  (10),  (/)...  i  +  a;  =  ay — c 
....  Donc  {T)  ...  b  +  X  +dx=ay  +  ady — c  ... 
Donc  {T  —  l)...  dx  —  ady  ...  Ce  qui  revient  à  cfi- 
facer  les  constantes  6  et  —  v,  et  à  remplacer  x  et  y 
parrfa;  et  (^?/;  c.  (|.  f.  d. 
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Wê. 


■m 


Exemples.    1«-   ...   d  {bx  +   vy  —  a^ *  +/) 


m 


=  bdx  +  cdy  M dz. 

n 

20-  ...  d  {h  —  a?)  =  —  dx. 

lîl.  Règle  pour  différextier  un  produit. 
—  On  multiplie  successivement  la  différentielle  de 
chaque  facteur  f  iiar  le  produit  de  tous  les  autres 
facteurs,  et  Von  prend  la  somme  de  tous  ces  pro- 
duits. 

En  effet,  soit  à  diffcreiitier  le  produit  xy.  D'a- 
près la  règle  générale  (10),  ...  [t)  =  ...  xy  ...{T)  = 
{x  +  dx)  (y  +  dy)  =  xy  +  xdy  +  ydx  +  dxdy.  Donc 
{T —  t)  =  xdy  +  ydx  ...  (en  négligeant  dxdy,  in- 
finiment petit  du  second  ordre)  ;  c.  q.  f.  d. 

Exemples.  1"-  ....  d  {ax)  =  xda  +  adx  =  0  4-  adx 
=  adx,  puisque  a,  étant  une  constante,  n'a  point 
de  différentielle.  Donc,  quand  l'un  des  facteurs 
est  constant,  on  peut  le  regarder  comme  un  co- 
efficient fixe,  sans  en  prendre  la  différentielle. 

2°-  ....  d  [xyz)  =  yzdx  +  xzdy  +  xydz. 

d.xy       ydx  +  xdy      dx      dy 

30-  .... = =  — +   — . 

xy  xy  X       y 

13.  Règle  pour  diffèrentier  une  puissance. 
— On  multiplie  la  fonction  donnée  par  son  exposant  ; 
on  diminue  ensuite  cet  exposant  d^uie  imité,  et  Von 
multiplie  enjin  le  résultat  par  la  différentielle  de  la 
racine. 
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Kl»  oirot,  soit  il  (lilléreutier  r"*  ...  Alors  (/)  =  ...  xm  : 

ot    ...  (T)     =    {x    +(Ix)'"'   ■=.  xm  +  m  xm—l    dx  + 

m  [m — 1) 

x^ii-i  dx2    +  &c....      Donc  {T   —  /)    = 

m  [m—l) 


m  X 


:'n^  dx  + 


-xm-2  dx'2+    &c.      Mais  le 


o 


dernier  terme  s'évanouit,  à  cause  de  dx2  qu'il  ren- 
lerme  ;  et  il  en  serait  de  même  de  tous  les  suivants, 
qui  contiendraient  clx\  dx^,  ,^c.  Donc  d  [xm)  = 
;rtx"i— 1  dx  ...  c.  q.  f.  d. 

Exemples.     P-  ...  dxl^-  12a;ll  dx. 

2"- ....  d  {a  +  x)i    =  i  {a  4.  x)^  dx  =,  &c.  en  déve- 
loppant. 

1  1 — n 


n^_  "■         1      n 

3"-  ....  (/  Vx=  d.  X    =  —  X       dx.... 

n 

n  n 

p  —.       n    —  —1 

4»'  ....  d   Vx?i  =  d.  xp  =  — xp      dx. 


14.  Règle    pour   différentier    un  radical 

DU  2n<l.  DEGRÉ. — Comme  on  a  souvent  besoin,  dit 

Lacroix,  (*)   de  différentier  des   radicaux  du  se- 
cond degré,  on  a  formé,  pour  ces   fonctions,  une 

règle  à  part  ;  la  voici  : — On  divine  la  diffère  ni  iclh; 

de  la  qimnlUé  sous  le  siyne^  par  le  double  du  radieal. 


(*)  Traité  élémcutairc  de  Calcul dilléicuticl;  pur  S.  1*'.  Lacroi.\, 
."ie.  Ed.  p.  18. 


I 


I 


En  effet,  soit  proposo  île  difféicntior  ^ù,     D'à- 

près  la  règle  précédente  (13),  ...  d.  vr=  d.  n  ""   _ 

— 1^         du 
h  w    du  =-.  — -.  Donc  &c. 
2  V^ 

15.  Règle  pour  différextier  une  fractiox. 
—On  prend  le  produit  dudénominateur  par  la  différen- 
tielle du  numérateur,  mains  le  produit  du  numérateur 
2Mr  la  différentielle  du  dénominateur,  et  on  divise  le 
tout  par  le  carré   du  dénominateur. 

En  effet  soit  à  différentier  la  fraction  —  ... 

y 

X 

d~-=zd.  xyl^y-l  dx  +  xd.y-l=y-\dx  —xy-2dy  = 
dx        xdy 

=  (<^n  réduisant  au  même  dénominateur) 

y         y2  ' 


ydx  —  xdy 


y' 


"y  c.  q.  f.  d. 


Exemples.  1^-  d 


a  +  X 


y 


y  X  d{a  +x)   ~{a  +  x)  dy      ydx  —  ady  — 


■Ti 


dy. 


y2 


y' 


d. 


ax  +  y  ^{h~z)    {adx-\-dy)--{ux  + 
h  —  z  (i  — ^)2 


y) 


if 


I  f 


s     ! 


'il 


H 


s 


^  — ,/-)      r//yf/j?  +  hdn  —  (tzdx  —  zdy  +  axdz  +    yt/c 


/^2  _  o  />-  +  «■? 


a 


S»!  ...  </  — ..  Ici  le  numérateur  étant  .constant,  le 

X 

premier  terme  du  numérateur   de  la  différentielle 

a  adx. 

se  réduit  à  0  ;  par  conséquent ..  d —  =  — 

X 


x^ 


ARTICLE     TROISIEME. 

APPLICATIONS    DES    RÈGLES    PRÉCÉ- 
DENTES. 

__  c 

lO.  Problème  l*^''-  Différentiera  +  h  Va? . 

X 

c        hdx         cdx 
Solution. —  ...  d  {a  ■¥  h  Va? )=  — , 

puisque  le  terme  constant  a  n'a  pas  de  différentielle. 
Le  S''-  terme  se  différentie  par  la  règle  du  vP-  14, 
et  le  troisième  par  celle  du  n°*  15. 


Problème  2"^.  Différentier  Vw  +  hx  +  cx-^ . 
Solution. — Cette  quantité  étant  un  radical  du 


second  degré,   on  aura  (14)    ...  d  y/a-^  bx  +  cx^  = 


1 


rrtffof-mr'  «  w»Mi 


"VVim^  'jW'^TUf  ft'^imr . . 


9 


</  {a  +  bx  +  cx^)         bdx  +  2  cxdx 


Le  second  terme  du  numérateur  se  trouve  par  la 
règle  du  n°-  13. 


Problème  3e.     Différentier . 

Va    +  * 

»S'o//<//o«.— On  fait  passer  le  radical  au  numéra- 

teur  et  l'on  différentie  alors  par  la  règle  du  no-   13. 
On  a  donc 

i 


d. 


Va  +  x 
dx 


^d.{a  +  x)     *  =— ^(a  +  a^)-'<fe  = 


2  (a  +  x) 
Problème  4e.    Différentier  «  m  yn 

5'o/if^/o«.— Suivant  les  règles  des  uo'-  12  et  13,  on  a 

d.    a»»  yn  -  mxm-^  yndx  +  nx'^  yn—l  dy. 

Problème  5^.  Différentier  a  + 


c  e 

— +— . 


3  3 


fiolHlion.—Oix  fait  passer  au  numérateur  les  dif 
férents  dénominateurs. 


et  l'on  a  alors 


[ 


a+ 


+ 


V 


«3 


X  Vj" 


«2 


]  = 


rf  (a  +  hx-\ 


ex 


-î 


Il 


■H     I 


II 


10 


7 


2  ex~3c?a;= — 


2  ic/x     4  cdx 


2edx 


2  i(/x 


3a; 


+ 


+ 


3x1 


3x  Vj 


4   cdx        2  e</x 


ï3 


Peoblême  6«-    Différentiel-  (a  +  ix^)». 

Solution.  —  D'après  la  règle   du  n»-  13,    on   a 

d.  [fl  +  ôx»»)«  =  «  (a  +  Jxw)  n-i  c?  («  +  Jx»»)™  = 
«  (a  +  ix»i)n— 1  mbxm—i  dx. 

Problème  T*-    DifiFérentier  V^ï+~ï'^. 
Solution. — Par  la  règle  du  n°-    14,  c?  V^T+l^r— 
jorfx  +  2  x4c 

2  Vpr+^* 

Problème  8e-    Différentier  x  (rt2  +  x^)  va"  —xi- 
Solution. — En  suivant  la  règle  du  no-  12,  on   ob- 
tient d  [x(a2+x2)  Va^  — a:«]  =  (rt2+x2)    VH^^T^x  </x 

2  xdx 


r 


+   X    Va»  — x»   X     2    XfZx  +  X  («2  +  x2)   I 


l 


2Vo^-x»J 


1. 


Mettant  dx  en  évidence,  et  réduisant  le  tout  en 
une  seule  fraction,  on  a 


(«2  +  x2)  (a2  _  x2)  +  2  x2  (a2  _  x^)  —  x2  («2  4-  x2) 


efx. 


Va*  —  x'^ 


et  en  effectuant  les  multiplications  indiquées,   et 
enfin  en  réduisant. 


11 


+ 


dx  ~ 


"Jci'   —  . 


o4+a2a;2— 4  x^ 


Vo»  -. , 


</^. 


««—A-a 


Problème  9e.    Diflérentier 

>So/w//ow.— Par  la  règle  du  no-  15,  pour  la  diffé- 
rentiation  des  fractions,  on  a 


_(a4+a8:r2^.^4)(_2^rf;ï,)_ 


d 


a»-— A-2 


(«'*  +  o2j;2 


rt4  +  a2  a:2  +  ^4 

+  ^4)2  '  ' 

et  en  effectuant  les  multiplications  indiquées, 

(a4  +  a2  a;2 
—  4  «2^,3  e/o?  +  2  «23,3^3.  -f.  4,  ^,5^ 

,  1   .                 2  a;5fl?,r  —  4  flj2  rj.z^  _  4    4    . 
puis  en  réduisant,  = 

(a4+a2a,2+a.4)2       ' 

et  enfin,  en  mettant  2  a:</x  en  évidence, 
^4— 2«2a;2__2a4 


(«4  +a2z2  + 3-4)2 


2  jrrfa:. 


c  S 


: 


î  ! 


!  1 


12 


Problème   lOc      Diflérentier 


V^^^^ 


b  3     


Solution, — Selon  la  règle  du  n***  13,  on  a 

4 


if  h  3 

d\  [a +  VCc''  — *-'p]3=5 

d  |[a  —  \+  V(c» -,*)=.  ]^  }= 


V* 


"  3   >.i— I 


d  la  —  ôx-i  +  {c2  —  «2)1  U  çjj  difforentiant, 

»       3 

I  [a  —  —  +  7(0"  -_  x«p  ]    '  X 
Vf 

(J  ôx-3  rfa;  +  t  (c2  —  «2)  -^{—  2  xdx)  )  = 


r  ôrfx 


2x   ^       3(f2. 


4  a?(/tr        '^         3 
(6-2— a:2)^J      2  a? 


4  X 


V*       -^cï  —  x» 


(/a?. 


Zi  3^ 

4  [a  — —  +  Vcc«  —  *2;»  ]i      ^ 
Vjt 


'if  à       3_ 

f       rt  —  —  +  V  (c'— «»)» 

v# 


^::'4^!*?*'" 


-■■--■<»yl^<W^;f^4Wy|,^,,>)|yy.^^,..,,^  ^     .,^,  ^^ 
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AUÏICLIi     gUATHIKMi:. 

DIFFÉllENTIATION  DES  FONCTIONS 
TRANSCENDANTES. 

§  1.  Foiicfioiiiif  log^nrfitliiiiiqiief^. 


17.  Règle  pour  difféuentieu  une  fonction 
LOGARITHMIQUE. — Poiir  ttvoir  la  différentielle  du 
logarithme  d^ une  quantité,  on  divise  la  différentielle 
de  cette  quantité,  par  cette  quantité  elle-même. 

En  elîet,  soit  à  différcnticr  log.  x.     Soit  log-  x=zz. 
Ajoutant  à  chaque  variable  sa  propre  différentielle, 
on  a  log  [x  +  dx)  =  5r  +  ds,  d'où  l'on  tire  dz  — 
log  (x  +  dx)  —  z,  ou  d  log  A'  =log  (a?  +  dx)  — log  x  = 


log 


X-\r  dx 


=  lonr 


X 


f 

dx'\ 

1 

+ 

N. 

X 

,  on  effectuant  la  di- 


vision des  quantités,  indiquée  par  la  différence  de 
leurs  logarithmes.    Donc  (*) 


'dx        dx2      dx3  "^ 

(/  log  a?  =  A  I + H  &c. 

X        2a?2      3a:3 


dx 
=  A  —  ,     en 

X 


négligeant  les  termes  affectés  de  dx"^,  dx^,  &c.   in- 
finiment petits  du  '2\  du  3^  ordre,  &c. 


[•]  Voyex  note  B. 


u 


m 


I)iinslc'S)st(iii(!nc]>(U'ii'n,  ouorliii îles logarit limes 
hyperboliques,  le  inoiliile  A  étant  1,  on   a  fl\o\ç  x 

dx 
=  — ;  donc,  &e. 

X 


Exemples.  !"•  ..>  t/l«»g.  j:»»  = 


(l.  x»      nxn—\(}x 


a?' 


xn 


ndx 


20" ...  rHog.  xy  = 


a;  (/y  -f-  ydx      dy      dx 


xy 


y       X 


dx       dy 


30-  ...  d\o^. —  =  d{\og x  —  log  y)  =z = 


y 


X 


y 


XI 


iy 


xy 


l"'  ...  d\o^ 


X 


d  (log  X  —  log  (  1  4-  a:2)  )  — 


yli-\-xi 


dx 


2  xdx 


d  log  X  —  -}  rf.log  (1  +j:2)  = 

X  2(l+aj2) 

dx  +  x^dx  —  x-dx  dx 


a:(l+x2)  xil+x""') 

m  p 

m 


5o-  ...     .log.  V(rt+&.rn)2'=  —  d  log  (<«    +    6>r«)  = 
pubxn—1  dx 


m  [a  4-  bxn) 


X 


■J  ' 


•  ■^/i'  -^  V.  \^  «;^  n. 
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H"    ...  i/.  (lo^  t)'«  =  ;//  (lo^r  x)>n-l    il.    Itig  ,r  := 


m 


(logx) 


m 


(Ijo 

-1 . 


dx 
(log  a?)«-l    —  =  mxin—i  (lojr  j:)u  ,/x4-  /u"*— 1  x 

a? 

(log  x)n—l  dx  =  a:»»— 1  ^log  a-)»— 1  r/a:  (w/  log  x  +  /j) . 


8«-  ...  c/.  log  (log  x)  = 


r/,  log  a: 


dx 


log.  a?      log  X       xlog  X 


«  +  X 


90.  ...  (/.  log =  d  log  (rt  4-  x)  —  rf.  log    (a —  x) 


a  —  X 


dx 


dx         adx  —  xdx + adx  +  x^/x        2  «rfx 


«+x     a 


«-'  —  x2 


a-^ 


x2 


§  %,  Fonctions  exponentielles. 


18.  Règle  pour  différentiek  une  fonction 
EXPONENTIELLE. — 0)1  multiplie  Cette  fonction  par 
la  différentielle  du  2>roduit  de  son  exposant  et  du 
logarithme  de  la  racine. 

En  effet,  soit  à  différentier  a  y.  Soit  xV  =  z.  Pre- 
nant les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  a  ... 


'I 


M>. 


10 


I 


(h 

log..r2/=  \og  z,  et  en  difréreiitiant(17),rf.  log.r!/  =  —  : 

z 

donc  (h  =  c  (/.  \o^.  xV  ;  et  en  substituant  à  ar  et  à  dz 
leurs  valeurs,  on  a 
d.xy—xyd.\of^.xV—xyd{y\o^^  x)-.  e.  q.  f.  d. 

*0.  Remarque.  La  base  du  système  népérien 
étante?  =  2,  7182818,  dont  le  logarithme  hyper- 
bolique est  1,  on  aura  en  diffcrentiant,  ...  d.  e* 
=  e^  d  (.r  log.  e)  —  e^dx,  c'est-à-dire  que  cette  ex- 
ponentielle particulière  a  pour  différentielle  l'ex- 
ponentielle  même  multipliée  par  la  différentielle  de 
son  exposant. 


§  3.    Fonctîou^i  trig^oiioiiietriqucs. 


*ÎO.  DiFFÉîiENïiELLE  i)'uN  SINUS. — La  différen- 
tielle du  sinnsd^un  are  est  égale  au  produit  du  co- 
sinus par  la  différentielle  de  cet  are. 

En  effet,  soit  y  —  sin  x.  Ajoutant  à  chaque  va- 
riable sa  différentielle,  on  a  y  +  dy  —  sin  {x  +  dx) 
=  sin  X.  cos  dx  +  sin  dx  cos.r.  Or  dx  étant  un  arc 
infiniment  petit,  on  aura  l"-  cos  dx  —  1  ;  ...  2"* 
sin  f/.r=f^.r  (puisque  un  arc  infiniment  petit  est  sen- 
siblement égal  à  s(m  sinus).  Donc  y  +  dy  =  sin  .r  + 
cos  xdx  :  et  mettant  les  valeurs  de  y  et  de  dy, 
sin  X  +  d.  sin  x  =  sin  x  +  cos  xdx.  Enfin,  effa- 
çant le  tenne  commun  sin  x^  on  a  d.  sin  .r=cos  xdx  : 
donc,  etc. 


I 


'" 


SipÎMiUî,.  »;. •'■«^(^■«i'î'***"*.^^^^*!!''*?'^"'"'^'''*^'?'': 
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îll.  Différentielle  d'un  cosinus. — La  diffé- 
rentielle du  cosinus  d^un  arc  est  égale  au  produit 
négatif  du  sinus  parla  différentielle  de  cet  arc. 

En   effet,  sin  2  a:  +  cos  2  :c  =  1.     Cette  équation 
différentiée  donne  2  sin  xd.ûnx  +  'H,  ces  x  d.  cos  x 
=  0.      Divisant  par  2,  et  transposant, 
cos  X  d.  cos  X  —  —  sin  x  d.  sin  x. 

sin  X  d.  sin  x 
Donc  f/  cos  x= .     Mettant  (20) 


cos  X 


sin  A'cos.rc?.r 


la  valeur  de  d.  sin  x,  on  a  d.  cos  x  = — 


=  —  sin  xdx.    Donc,  &c. 


cos  X 


51^.    Différentielle    d'une    tangente. — La 

différentielle  de  la  tangente  d'un  arc  est  égale   à  la 

différentielle  de  cet  arc,  divisée  par  le  carré  de  son 

cosinus. 

sin.r 

En  eflfet,  tan  x  = .        Différentiant     cette 

cos  X 

équation  (15),  on  trouve 

cos  X  d  sin  jc  —  sin  x  d.  cos  X 

d.  tan  X  = : 

C0S2  .V 

et,  mettant  les  valeurs  de  d.  sin  x  et  de   d.  cos  x, 
trouvées  aux  nos-  20  et  21,  on  obtient 


É?.  tana:=- 


cos2  xdx  +  sin2  xdx    '  (cos2  x  +  sin2  x)  dx 


cos-^  X 


COS'^  X 


fil; 
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i 


■■V 


Puisque  cos2  x  +  sin2a:  =  1,  on  a  enfin 
d.  tan  X  = ;  donc,  &c. 

C0S2  0? 

93.  Différentielle  d'une  cotangente. — La 
différentielle  de  la  cotangente  dhin  arc  est  égale  au 
quotient  négatif  de  la  différentielle  de  cet  arc  par 
le  carré.de  son  sinus. 


I 


H  i 


lii'l 


En  effet,  cot  x  = 


Différentiant  (15,  ex.  4e), 


tan  X 

d  tan  X 


on  trouve  d.  cot  x  = 


tan^o; 


Mettant  la  valeur 


de  d.  tan  x  (22),  on  obtient  d.  cot  a;  =  ■ 


dx 


cos^atan^a? 


Mais  tan  x  = 


sm  .V 


;  d'où  l'on  tire  cos  x  tan  a: =smx. 


cos  X 


dx 


Donc  enfin  d.  cot  x  =  — 


sin2  X 


Donc,  etc. 


fl4.  Différentielle  d'une  sécante. — La  dif- 
férentielle de  la  sécante  d^tin  arc  est  égale  au  iiro- 
duit  continu  de  la  tangente,  de  la  sécante,  et  de  la 
différentielle  de  cet  arc. 

_      1 
En  effet  séc  x  — .     Différentiant,  on  a 


cos  X 


d.sécx— 


dcos  X 


cos-  X 


,     Remplaçant  d  cos  x  par  sa 


I 


(-^i-iiMf  t- :?■  wi^A^i^-^ifli^rt^ 


■■■•w-îj-ii-ï'-*^;? 
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cos^o: 


valeur  —  siu  xdx  (23),  on  obtient  d.  séc  »r  = 

=  (en  décomposant) 
sin  x     1 

dx. 

cos  X  cos  ^ 


sni  :r                       i 
Mais =  tan  x,  et =  séc  x.    Donc  enfin  ... 

cos  X  cos  a: 

e^.  séc  X  =  tan  a?,  séc  x.  dx.    Donc,  &c. 

*5.      DiFFÉKENTIELLE     d'uNE     COSÉCANTE. La 

différentielle  de  la  cosécante  d'un  arc  est  égale  au 
produit  contins  négatif  de  la  cotangente,  de  la  co- 
sécante, et  de  la  différentielle  de  cet  arc. 

I 

En  effet,  coséc  x  = .  Différentiant,on  trouve 

sin  X 

.  d'  «in  X                  cos  xdx 
d.  coséc  X  ~ =  (20) — 


sin^a: 


sin^  X 


cos  X     1 


sm  X  sm  X 


cos  X 
dx.  Et  puisque  - —  =  cot  x,  et  que 


sma? 


1 


sma? 


—  coséc  X,  on  a  enfin 


d.  coséc  a:  =  —  cot  X.  coséc  x.  dx.     Donc,  etc. 

20.  Différentielle  d'un  sinus-verse.— Za 
différentielle  du  sinus-verse  d'un  arc  est  égale  au 
produit  du  sinus  par  la  différentielle  de  cet  arc. 

En  effet,  sin  verse  a:  =  1  —  cos  x.  Donc  en  dif- 
férentiant  (21),  on  a  d.  sin  verse  x  =  sin  xdx. 
Donc,  &c. 

i>  4 
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CHAPITRE   II. 


APPLICATIONS. 


iii;^ 


:,    :!r 


ARTICLE     PREMIER. 

DÉMONSTRATION  DE  LA  FORMULE  DE 

NEWTON. 

«y.  Soit  (1  +  ^)n»  =  A  +  B  a:  +  C  a;2+Da;3+&c. 
A,  B,  C,  D,  &c.  étant  des  coefficients  dans  lesquels 
n'entre  point  x.  Cette  équation  devant  avoir  lieu, 
quelle  que  soit  la  valeur  de  ce,  soit  x=  0  :  elle  se  ré- 
duit alors  à  1  =  A. 

Substituant  donc  cette  valeur  de  A,  on  a 

(1  +  a:)"»  =  1  +  B  a?+  Cx"-  +  D.r^   +  &c. 

Différentiant  les  deux  membres  de  cette  équa- 
tion ,  on  trouve 

m  (1  +x)^-^dx--Bdx+oCxdx  +  S'Dx'^dx  +  kc. 
Supprimant  le  facteur  commun  dx,  on  a 
m  (1  +  a:)'^l  =  B+2Ca:+3Da;2+&c. 
Soit  x  =  0,  comme  précédemment:  il  vient wî  =  B. 
Substituant  cette  valeur  de  B,  on  trouve 
m{l+  x)"»-!  =}n  +  2  Cx  +  Sjyx^  +  kc. 


3 


fet^V-'^.'*"'''*'"  ^  •'■Wî>*R»»»Kî«f^W*»-''%ti'.^j-**'ît  ff« 
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Diflférentiaiit  de  nouveau,  et  effaçant  ^/jr/on  obtient 
m  (m—l)  (1  +  .r)'»-2=  2  C  +  2.  3  D  ;r  +  &c. 
Faisant .r  =  0,  on  a  m  (m—l)  =  2  C  ;  donc 
711  {m — 1) 


C  = 


Continuant  ainsi,  on  trouverait 

m  {m — 1)  {m — 2) 

D  = ,  &c. 

2.  3 

Substituant  ces  différentes  valeurs  dans  la  jiro- 
mière  équation,  on  a 

VI  m  {m — 1) 

(1  +  a?)'»  =  1  +  —  .r  + «2  + 

1  1.  2 


7?i  {m — 1)  {m — 2) 


1.  2.  3 


x^  +  &c. 


Soit  maintenant  x=  —  ;  on  aura 

a 


(1  +  x)m  = 
(a  4-  b)m 


1   +~ 


m 


a  +  b 


L  «  J 


m 


m  b      m  {m — 1)  p 

=  1  + + .— + 

«"*  la  1.  2        «2 


m  {m — 1)    {vi — 2)  b^ 


1.  2.  3 


-  +  &c. 


a^ 


,.iil 


r, 


I  : 


t   , 


I  i 
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Chassant  enfin  le  (lénominattur  (m,  on  obtient 

m  fpn        m  {m — 1)  nm 

{n  +  h)m  =  r/m  ^ b  -\ h-  + 

la  1.2       a2 

m  [m—l)  {m — 2)   nm 
1.  2.  3  ai 

et  réduisant, 

m  m  [m — 1) 

1  1.2 


m  {m — 1)  {m — 2) 


am-'d  J3  +  &(,. 


1.2.3 
formule  de  Newton.  (*) 


ARTICLE     DEUXIEME. 


SOUS-TANGENTES. 


^8.  Problèisie. — Trouver  Fexpression  générale 
de  la  sous-tangente  dans  une  courbe  algébrique  quel- 
conque. (Fig-.  l«''e) 

Soit  la  courbe  Amn.  Menons  l'ordonnée  pn  in- 
finiment proche  de  l'ordonnée  Vm,  et  wR  parallèle 
à  l'axe  AP  des  abscisses  :  alors  «?R  sera  la 
diflurentielle     de    l'ordonnée   wV  ;    et  w/R  =  Vp, 

[*]  Voyez  note  A.    Voyez  aussi  III,  note  C. 


l_ JHiUgffW** 


''i^<'Wllt^m'.^n•■^■^■'■■  .?^mf. 


2:î 

celle  (le  l'abscisse  AP  :  de  môme  rare  infiniment 
petit  mn,  qui  est  censé  se  confondre  avec  la  partie 
correspondante  de  la  tangente,  sera  la  difléren- 
tielle  de  l'arc  Am.  Soit  AP  =  x,  mV  =  y  ;  donc 
mR  =  dx,  et  wR  =  (///  :  soit  enfin  la  sous-tangente 
TP  =  *. 

Cela  posé,    à  cause   des  triangles  nutR,   TmF, 

semblables  puisqu'ils   ont  leurs   côtés    parallèles, 

on  a  la  proportion 

wR  :    mR  :  :  wP  :  TP,  ou  (l>/  :  dx::  y:  5  = 

ydx 

,  expression  générale  de  la  sous-tangente, 

dy 


Aiipllcatlous  fie  cette  foriuule* 


*9.  Parabole. — L'équation  de  cette  courbe  est 
y-  =  px.  En  la  différentiant,  on  a  2  ydy  =  pdx. 
Multipliant  chaque  membre  par  y,...  2  y^dy-pydx. 

ydx      2  y2 
Donc = .     Mettant  la  valeur  de  ^9,  on 


dy  p 


obtient 
ydx 


2  2JX 


ou  *  = 


%  p 

angente  est  égale  au 


2x,  c'est-à-dire  que  la  sous- 


30.  Ellipsk.— L 


double  de  l'abscisse, 
équation 


m 


e»ty^=—{aP—x'^). 


a- 


il 


'i'i' 


'il  11! 
■i 

:  [ 


:    iil' 


!  :  ; 


il  ( 


•24 


h'i 


En  différen liant,  on  obtient  2  ydy  = 2  a;t/a?  : 


«2 


divisant  par  2  et  multipliant  par  y, ...  ipdy  — 

h^  ydx  y2 

xijdx.    Donc  —  = .  Substituant  à  y^ 

a^  dy  h^ 


ai 


sa  valeur,  on  a 


ydx 
dy 


-  («2  _  o:^) 


«^ 


ou  v  = 


a'  —  A- 


a; 


X 


(Û 


3S.  Courbe  dont  l'équation  est  x-  -1-2  ôx  — 
y-  — :  2  cy  =  ;«-, — Diflérentiant  cette  équation,  on  a 
2  xdx  +  2  if/.r  —  2  ydy  —  2  crfy  =  0.  Divisant  par 
2  et  transposant,  ...  xdx  -f  bdx  =  yt/j/  +  et/y:  multi- 
pliant par  y,...  xydx  +  bydx  =  yS ^^y  +  cydy, ou 

y^/x  y2  +  cy 

[x  +  b)  ydx  —  (y2  -}-  c^)  dy.  Donc ou  « = . 

dy  X+  b 

39.  Courbe  dont  l'équation  est  nr  +  nx  — 
^cy  +  y'^. — Diflérentiant,  on  a,tidx  =  2  cdy  +  '2ydy, 
Multipliant  par  y,   ...  nydx  =  (2  cy  +  2  y-)  dy. 

ydx  2cy  +  2  y"^ 

Donc  —  ou  5  = . 

dy  n 


■g..UWULJ-iJU'^— 


TfmTv^--'t'''ft^f*'mr^^wm^i^:^^i*^fiê''- 


■■ii.«,iw,*'-'*af'. 


■'f^ir-''-"-^  ;t^>it'^ 
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à  if 


la 
ar 

ti- 


33.  Cercle. — L'équation  decettc  courbe  est 
■fp  =  a^  —  X'.     Diffoventiant,  on  a  donc 

2  !/df/  =  —  2  xilx  ;   donc  t/'^ly  = —  xijdx.  Donc  aussi 


ou  s  = 


y2 

« 


ARTICLE     TROISIÈME. 

SOUS-NORMALES. 

34.  Problème. — Trouver  Pexpression  générale 
de  la  sous-normale  duns  une  courbe  algébrique. 
(Fig.    1ère.) 

Soit   toujours  mV  =  ijy  AP  =  x  ;  donc  mR=  dg 
et  mR  —  dx  :  soit  encore  la  sous-normale  PB  =  u. 

Cela  posé,  les  deux   triangles  rectangles  îwwR, 

>wPB  sont  semblables,  parce  qu'ils  ont  leurs  côtés 

correspondants     respectivement  perpendiculaires. 

Donc  on  a  la  proportion  niR,  :  wR  :  :  inV  :  PJ5,    ou 

ydy 
dx  :  dy  '.:  y:  n  = ,  expression  générale  de  la 


dx 


sous-nonnale. 


Aiiiilicatioim  de  cette  formule. 


Si*.    Parabole.— En    diflérentiant     l'équation 
//2  =  px,  on  obtient  2  yd/  =  pdx. 

E 


JM^ 


; 


»:  < 


Ih     .l! 


il      1^! 


iJ 


Donc  —  ou  M  =  —  :  donc  la  sous-normale  de  la 
dx  3 

parabole  est  égale  à  la  moitié  du  paramètre. 
86.  Hyperbole. — L'équation  de  cette  courbe  est 


■■  9 


y 


i2  = 


(x2  —  «2).  Eu  la,  différentiant,  on  a  2  ydy  = 


a- 


62  ydy  Ifi  X 

—  2  xdx.    Donc ou  u  = . 

37.  Courbe  dont  l'équation  estwï^+  nx  = 
2  cy  +  y2. — Différentiant  on  a  ndx  =  2  cc?y  4-  2  ydy. 
Multipliant  par  y, ...  nydx  =  (2  c  +  2  y)  ydy.   Donc 

yrfy  ny 

—  ou  u  = . 

dx  2c  +  2y 

39.  Courbe  dont  l'équation  est  r2  +  2  ia;  — 
y2  —  2  cy  =  nfi. — Différentiant  cette  équation,  on 
obtient  2  xdx  +  2  ôc?a?  —  2  y<^y  —  2  cdy  ~  0.  Di- 
visant par  2,  multipliant  par  y  et  transposant,  on  a 

xydx  4-  ôyrfo;  =  y2  dy"^  cydy,   ou 

(a?y  -f  ôy)  dx=  {y  ^r  c)  ydy.     Donc 

yc?y  xy  -\-  hy 

—  ou  u  — . 

dx  y  +  c 

30    Cercle. — Différentiant  l'équation 
y^  —  <^  —  A"^,  on  a  2  ydy  =  —  2  xdx. 

ydy 
Donc  —  ou  n  —  —  r. 


i:  - 


e  la 


yy 


eest 


dy. 
aie 


f 


)n 
i- 
a 


ARTICI.K     yUATRlLME. 


MAXIMA  ET  MINIMA. 

40.  La  valeur  d'une  fonction  est  un  maximum 
ou  un  minimum^  lorsqu'elle  est  plus  grande  ou 
plus  petite,  que  les  valeurs  qui  la  précèdent,  et 
que  celles  qui  la  suivent  immédiatement. 

Ainsi  dans  la  courhe  BMND,  l'ordonnée  PM 
est  un  maximum,  et  l'ordonnée  ^N,  un  minimum. 

(Fig.   2e.) 

II  est  évident  que, dans  le  cas  de  maximum  ou  de 
minimum^  la  difîéientielle  est  égale  à  0,  puisque 
si  la  quantité  pouvait  encore  croître  ou  décroître, 
elle  ne  serait  pas  un  maximum  ou  un  minimum. 

41.  Problème  l^""* — Trouver  la  plus  (/rande  or- 
donnée dans  un  cercle,  en  comptant  les  alfscisses  de 
Vorigine  du  diamètre. 

Solution. — L'équation  est  alors  y^  =  2  ax  —  x^. 
La  différentiant,  on  a  2  ydy  =  2  adx  —  2  xdx. 

Mais  l'ordonnée  y  devant  être  un  maximum,  dy  =  0. 
Donc  2  adx  —  2  xdx  —  0  :  donc  xdx  =  adx  ;  donc 
X  =  a;  donc  y  est  un  maximum,  quand  a;  =a,  c'est- 
à-dire  que  la  plus  grande  ordonnée  correspond  à  une 
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al)sci.ssc  l'pnlc  an  rnyon. — Suhstitunnt  cPltc  valeur 
fit'  ,v  «Unis  colU^  tley,  on  (rouvo  y2  =  2  rr> —  «û  =a2f 
nui/  z=<t'  Donc  la  plus  grande  ordonnée  est  elle- 
niôme  éj^ale  au  rayon,  ou  est  celle  ([ui  passe  par  le 
centre. 

4*1.  PiioHLiiMr,  2" — Trou  ter  lu  plus  f/mndc  or- 
donnée  dnns  un  ecrcley  en  comptant  les  ahscisses 
du  centre. 

Solution. — Dans  ce  cas,  y^  —  n'^  — x^;  donc,  en 
différentiant,  2  ydy  —  —  2  xdx.  Mais  dy  étant  =  0, 
puisque  y  doit  être  un  maximum  y  —  2  xdx  =  0  ; 
donc  X  =  0  aussi.  Substituant  cette  valeur  de  z 
dans  celle  de  y,  on  a  y'^  =  w^,  ou  y  =  a^  même  ré- 
sultat que  dans  le  problème  précédent. 

43.  Problème  3®' — Couper  une  ligne  en  deux 
parties  telles  que  leur  produit  soit  le  plus  grand  pos- 
sible,    j    ,    - 

Solution. — Soit  a  cette  ligne  :  soit  x  l'une  des 
parties  ;  l'autre  sera  donc  a  —  .r.  I^e  produit 
ax  —  A'2  devant  être  un  maximum,  on  aura,  en  dif- 
férentiant, adx  —  2  xdx  =  0.     Donc  2  xdx  =  adx  ; 


!l!!ir 


!    r. 
'M 

I    ; 


a 
donc  2  a;  =•  rt  ;  donc  x  =  —  .     Donc  alors 

2 

a       a 

a  —  X  =  a =  —  :  c'est-à-dire  que   le  produit 

2       2 

sera  un  maximum,  lorsque  la  ligne  sera  divisée  en 
deux  parties  égales. 


Il 


au 


44.  PRonM-iMR  1'* — Trouver  la  fraction  qui  ex- 
cèth  son  carré  de  la  plus  f/rande  (/nanti té  jtnssible. 

S<dt(tion. — Soit  x  cette  fraction.  Donc  lu  diffc- 
rciitiellc  de  x  —  *- ,  ou  dx  —  2  xdx  =  0.  Divisant 
par  dXf  on  a  1  —  -2  x  =  0  :  donc  2  t^  =  1  ;  donc 
a;  =  i}  ....  Et  a:  —  x^  =  ^  —  i  =  i  ■  Donc  \  est  la 
plu.s  {^rando  (|uantité  dont  une  fraction  pui.sse  ex- 
céder son  carré. 

4iî.  PiiouLKME  5c. — Trouver  le  plus  f/rand  rec- 
lanyle  qui  paisse  être  inscrit  dans  un  triant/le  don- 
né.    (Fig.  S"') 

Solution. — Les  deux  tviangloB  bac  et  h({f  étant 
semblables,  parce  que  leurs  côtés  sont  parallèles, 
leurs  bases  sont  entre  elles  corime  leurs  hauteurs  : 
donc  bd  :  be  :  :  ac  :  ((f.  Soit  la  hauteur  bd  du 
triangle  =  /*  ;  et  sa  base  ac  =  b:  soit  la  hauteur  ed 
du  rectangle  y^y/»-  =  a;  ;  be=h  —  x.     Donc  on  a 

bh  — b:v 
h  :  h  —  x::  b:  (j[f= base  du  rectangle. 


En  la  multipliant  par  sa  hauteur  x,  on  aura  pour 

bhx  —  ftx- 
sa  surface  S  = .     En  différentiant,  .... 


h 


bhdx  —  2  bxdx 


h 


=  0  :  multipliant  par  A,    et  divisant 


par  bdx  ...h  —  2  x  =  0  ;  donc  2  x  =  h;  donc  a? = 


h 


ii 


i  :l 


-il 


m- 


,    ■! 


■■'■• 

II 


80 


c'est-à-dire  que  le  plus  grand  rectangle,  qu'on 
puisse  inscrire  dans  un  triangle  donné,  est  celui 
qui  a  pour  hauteur  la  moitié  de  celle  du  triangle. 


6/i2 

blii 

2 

4 

bh 

h 

4 

Sa  siu-face  sera  >S': 


46.  Problème  Q^ — Déterminer  le  plus  grand 
triangle  rectangle  que  Von  puisse  construire  sur  une 
hypoténuse  donnée. 

Solution. — Soit  l'hypoténuse  donnée  =  h  :   l'un 
des  côtés  de  l'angle  droit  =  x  ;  l'autre  —  y  = 
^^2  —  3^2     La  surface  du  triangle  sera  égale  à 


xy 

9 


—  =  ^  a?  V/t'^  — a:^.     En   difFérentiant  ce   produit» 

d'après  les  n^s.  12  et  14,  on  a  ■  :  ■         '      ' 

l   r  2  oc'^dx      ') 


V^2_.^.2XfZx- 


V. 


2  V/i2 


x^j 


=  0. 


■     '     1:        .    î 


X^ 


Divisant  par  ^  dx,....  V/i2 —  x'^  — 


0. 


Faisant  disparaître  le  diviseur, ...  Ifi  —  x^  —  .1*2  =  0  ; 

'j::>ri.;.;'    ■\  ''.-i '>.  lis. il  A  r~ii2    h    —        .....— 

donc  2  or- =  7*2  ;  donc  a;  —\  — =~ • 

Suhstituant  cette  valeur  de  a;  dans  celle  de  y,  on  a 


: — wui^ — :i..-,.,3,;-^---..:.i.„.,-..  .,'i  ■  •  „^.:'.'. 
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2  2      V2 

dire   que  la  surface  diMtïmn^lQ  est  xxn  maximum, 
quand  les  deux  côtés  de  l'angle  droit   sont  égaux. 


Cette  surface  alors  = 


7*2 


4. 


47.  Problèjie  l^—Trouver  la  plus  courte  ligne 
queVoii  puisse  tirerpa'r  un  point  donné  entre  deux 
autres  lignes  à  angle  droit.  (Fig.  4e.) 

Solution.—fioient  BT  et  BV  les  deux  droites  in- 
définies données,  et  P  le  point  aussi  donné  :  soit 
de  plus  MB  =  «,  MP  =  b,  TM  =  x,  et  la  droite 
cherchée  TV  =  n.  Les  deux  triangles  rectangles 
semblables  TMP,  TBV  donnent  la  proportion 
TM:  TB:  MP:  BV,  ou  ^  :  a  +  x::  b:  BV  = 
b  {a-\-x) 


X 


...  Mais  TV  =VTBMngW, 


ou 


/if~                b-^  (a  +  X) 
«=  T    {a  +  x')^+  1  = 


X» 


\f: 


x^  {a  +  x)2+b■^{a  +  .r)^         kfW+WW+T^) 

X2  V2 


a  +  X 


^a:^  +  b^.     Mais  ti  doit  êtv 


x^ 


c  un  minimum  : 


y 


m 


'i 
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^i 


«•!   ( 


donc,  en  diiïérentiant,  on  auni 

x(Lv — ndx — xdx       {a  -\-  x)  (2  xdx) 

V^.2  -I-  62 + =  0. 


a:- 


Donc    '^x'^  +  b2  X 


2x  Va?^  +  1,2 

adx        axdx  +  X2  dx 
+ =  0. 


a?2 


X  V^r^  +  ^,2 


Réduisant  les  deux  termes  du  premier  membre  au 
même  dénominateur, .... 


(x^  +  h^)  ( — adx)  +  X  [axdx  +  (X^dx) 


=  0.    Chassant 


X2  Vx2  +  b"' 


|!!llr' 


le  diviseur,  et  effectuant  les  multiplications  indi- 
quées au  numérateur,  ....  —  aoc^dx — aJPdx  +  ax-dx 
-f  xMx  —  0.     Réduisant,  divisant  par  dx^  et  trans- 

3     _ 

posant,  on  a  x"^  —  ah^  ;  donc  x  =  '^ab^. 

Les  deux  points  T  et  P,  étant  alors  connus,  dé- 
termineront la  direction  de  la  ligne  TV. 

48.  Problème  8e — Trouver  le  plus  grand  tra- 
pèze qui  puisse  être  inscrit  dans  im  demi-cercle 
donné.     (Fig-.  5^) 

Solution. — Soit  le  rayon  ac  ou  cd  du  cercle  don- 
né =  «  ;  soit  la  hauteur  hc  du  trapèze  =  x.  Alors 
ah  —  "^a^  —  a?2.  Or  la  surface  de  ce  trapè/.e  est  égale 
au  produit  de  sa  hauteur  bv  par  la  demi- somme 
de  ses  bases,  c'est-à-dire  par  cd  +  ah.  Donc 
S=  X {a  +  ^«2"^:^)  =  ax  +  x  '^Ti^'^x^,  En  dif- 
férentiant   cette  équation,  on  a 


Mu 


mmmKmmm^ 


3;J 


X-2(lx 


adx  +  Vrt2  —  x2  X(h 


Vrt^  —  a;2 


•=  0.       Otant  le 


diviseur  V^i  _  ;f2  et  divisant  par  dx,  on  obtient 

a  Vrt2  —  a::^  +  ,,2  __  ^.2  _^2^  q  .         j^j^^  ^^2  __2  ^2  = 

— a  V^^ —  a:'-.  Et  en  élevant  les  deux  membres  au 


carre. 


fâ  —  .1  «■?  x'^  +  4  a-i  =  rr  («-^  —  «2)  =  «4  —  «2  ^2_ 
Donc,  en  réduisant,  4  ï"^  =  3  r«'-  x^  :  donc  4  a:2  =  3  flr2 


<ï 


donc  oc-  =  I  «2  .  Jqj^j,  aj  =  ^^  viT=  —  ^3  .    c'est-à- 

2 

dire  que  le  plus  grand  trapèze,  qui  puisse  être  in- 
scrit dans  lui  demi-cercle  donné,  est  celui  qui  a  pour 
hauteur  le  demi-rayon  du  cercle,  multiplié  par  V3. 

49.  ruoKLÈME  d^'—Déiormlnerles  dimensions 
d'un  vase  cylindrique,  tel  qu'il  ait  une  eapaeilé  don- 
née, et  que  sa  surface  intérieure  soit  la  2>lus  petite 

possible. 

Solution. — Soit  x  le  diamètre  intérieur  de  ce 
vase.  Soit  n  la  circonférence  d'un  cercle  dont  le 
diamètro  =  1.  Ou  aura  la  circonférence  du  vase  en 
disant  1  :  n  :  :  a;  :  C=  n  ^'.     En  multipliant    par 

n  .%2 

le  quart  du  diamètre  x,  ou  aura pour  l'cxpres- 

4 

sion  de  la  surface  <lc  la  base.     (1) 

F 


-m 


';i  II 


\:l    H' 


II 


II 


Soit,  mainlonant  la  capiuit/' (lonnéo  =  r:^:  cetU" 
capacité  étant  égale  au  i)i()<liiit  do  la  haulour  //  par 

.,3 


la  surface  de  la  })ase,  on  aura  //  = 


4f.' 


.3 


n  ^2     n  j:2 


Donc   la  surface  latérale  intérieure,    qui  est  égale 
au  produit  de  la  hauteur  par  la  circonférentc  de    la 

4  ^3                   4  n  xc^       4  c^ 
base,  égalera x  n  o"  = = .     (2) 

La  surface  intérieure   totale   sera  donc  égale  à 

(1)    +       (2);       ou 

n  X-      4  <;3 

S  = h .     En  différentiant,  on  aura 

4  on 

2  n  xdx       4  t<-'  dx 

=0.     Multipliant  par  j^-  ot  di- 


x^ 


n^3 


visant  par  d^^,  .... 


4  r^  =  0  j  donc 


ii;l.  i 


8  c'i                       2  c 
n  x^  —  8  c^  ;   donc  a?''  = ;  donc  x  ~ 


4  c^  4  f 


:.i 


Donc  /< 


— .     Donc  la  sur- 


nx'i     4  n  c2     ^"n 
Vn2 


':7Bm 
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fcico  iutérieiuti  sera  un    mi/umtun,   c[uand  la  hau- 
teur sera  la  moitié  du  diamètre  intérieur  de  la  base. 

50.  Pkoblème  IQe — I)e  tous  les  cylindres  in- 
scrits dans  un  cône  droite  délerniiner  celui  qui  a  le 
plus  grand  volume.     (Fig.  6*^") 

Solution. — Soit  la  hauteur  SC  ducône  =  ix;  le 
rayon  AC  de  «a  base  =  b  ;  soit  encore  SD  =  x  ; 
donc  DC  =  rt  —  X.     Les  deux  triangles  semblables 
SCA,  SDE  donnent  la  proportion  SC  :  AC  :  :  SD  : 

DE,  ou  a  :   b:;   x  :  —  . 

a 

Soit  1  :  ^^  le  rapport  du  diamètre  à  la  circonfé- 
rence :  on  aura  la  circonférence   de  la  base   supé- 


rieure du  cylindre,  en  disant  1  :   n  :  : 


2  bx 


C  = 


a 


2]l  bx  5a. 

•  Ea  nudtipiiant  par  la  moitié  du  rayon  — , 

a 


a 


n  Z»2  j;2 
on  a  la  surface  de  cette  base  = ,  Multipliant 


«- 


cette  surfacepar  la  hauteur  CD  du  cylindre  =  «  —  x, 


on  a  enfin  pour  la  solidité  S 


n  i/^ 


a* 


[ax^  —  X-'). 


Dilîérontiaul  celU:  «(juntion,  on  olnient 


"!  l 


'';l: 


11! 


u 

1  ' 

i,; 
1 

Mil 

'III! 

11. 

'¥ 
t 

1  1' 

i?l; 

II 


■it. 


n 


fi> 


(2  (ixUjû  —  r<  .K'^dx)  ~  0.     Divisant  p; 


ir 


W 


n 


dx. 


2  ax  —  3  a?2  =  0  ;  donc  2  «  =  3  .r  ;  donc 


«'^ 


2</ 


»  = 


Donc  DC  = 


a 


x  —  a 


2  rt       a 

—  =  —  :  c'est- 


3 


à-dire  que  de  tous  les  cylindres  inscrits  dans  un 
cône  droit,  celui  qui  a  le  plus  grand  volume  a  pour 
hauteur  le  tiers  de  celle  du  cône. 

51.  Remarque. — Pour  s'assurer  qu'une  quantité 
y  est  un  maximum  ou  un  minimum,  lorsque  la 
quantité  x,  dont  elle  est  une  fonction,  a  une  cer- 
taine valeur,  on  augmente  ou  l'on  diminue  x  d'une 
quantité  très  petite,  b  par  exemple,  et  l'on  voit  alors 
si  par  là  y  est  augmentée  ou  diminuée. 

Ainsi  dans  le  F^' Problème,  n"-  41,  on  a  trouvé 
que  y  est  im  maximum,  cpiand  x  —  a,  et  qu'alors 
qp  —  a?.  Pour  s'en  assurer,  soit x~  a  +  h.  Alors 
y^  =  2  ax  —  ^-  =  (f-  +  2  ah  —  à-  +  9.  ab—  IP-  = 
«2  —  h^^  quantité  plus  petite  que  «^  j  par  consé- 
quent //  —a  est  un  maximum. 


-OOCiO' 


fe. 
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CALCm  IlEGRAl. 


CHAPITRE  r. 


PRINCIPES. 


ARTICLK     PKEMIKIl.— DÉFINITIONS. 

ô^.  hiî  Calcul  inlcynd  est  l'art  de  trouver  lu 
l'onction  de  laquelle  dérive  une  dilférentielle  don- 
née. 

Par  cette  définition,  on  voit  que  ce  Calcul  est 
l'inverse  du  Calcul  dilîérentiel.  Newton  le  nomme 
Calcul  desjlucntes. 

Ô3.  On  indique  V intégrale  d'une  quantité  diffé- 
rentielle par  la  lettre  J*,  que  l'on  place  devant  cette 

quantité,  et  l'on  prononce  .<iomme  de,  ou   intégrale 

de.   (70) 

54.  Quand  on  différentie  une  quantité  quel- 
conque,  les  termes  consta 


h.  différentielle  ((5)  •  do  1 


tants  ne  passent  pas   dans 
\  quand  on  intègre,  on  doit 


n 


i||  :i|    I 


:iH 


'in 


ajouter  a  rintégralo  uiir  lonslaiiU!  ail)itiaire,  <]iic 
la  nature  du  piol^lèino  (Ittcrmiiic.  Nous  la  dési- 
gnerons toujours  par  la  lettre  C. 

âd.  On  entend  ici   généralement  par   qn'iniité 
diffcn'nticlle  tùute  (piantité  affectée  de  la  différen- 
tielle d'une  on  de  ^dusicurs  variaLles,  comnie  iLiy 
dy. 


iii  %\ 


:(!'!• 


AKTU'Li;    i)i:uxiI!;mi:. 

INTÉGRATION  DES  QUANTITÉS  DUT  K- 

IIENTIELLES   A  UNE  SEULE 

\ARIABLE. 


§    1.    Uilfereiitielles  uiouoiues. 


HT 


là 


d6.  Règle  fondamentale  poir  iNTi'KiiiEu 
UNE  DiFFÉRENTiELE  MONOME  — On  <u((jmente  d^me 
unité,  Texposant  de  la  variable  et  Von  divise  ensuite 
la  différentielle  propo.sre,  ainsi  altérée,  par  le  pro- 
duit de  Vezp)Osant  ainsi  anymenié  d'une  unité,  et  de 
la  différentielle  de  la  variable. 

En  effet,  cette  règle  d'i.itégration  n'est  que  l'in- 
verse de  la  règle  de  diffère. itiation  d'une  puissance, 
donnée  au  n"'   l-î. 


B^mmimm 


.}» 


F.xcmph'x  ....  1' 


m 


Oc. 


./' 


///./'"  tl.i 


III  > 


7//-I      (1  ■    —  . 


=r    3'"'. 


ItHir 


P-"- 


'Z  ,v'(ii 


Z  (h 


=  /-' +  C.  (.->.4) 


./■ 


,7-W,. 


17. 


/,-    = 


=  --  +  c 


(Ix       t> 


nx  ib 


!i  (ix 


7  ax 


In  ^x^i+  C. 


ad.i 


J  ,,. 

a            / 

t       (/, 

'.— ■'  <ix  = 


—•2  (h: 


ïfT' 


■:a 


§    «.     nifr<L'reiitiollei»   polynôme;»    qui 

p<^uvoiit  s*inlég^rcr  par  la    rc^^lo    fon- 

danieiitale  d'intég^ratioti. 


5y.  I.  On  pont  encore  intég-rer  parla  règle  pré- 
côtlentc  toute  cjuantité  dans  laquelle  il  n'entre 
point  de  puissances  de  polynômes,  ni  de  diviseurs 


40 


•A      1 1 


if'  ''I' 
.■!:|l,;;.' 


U  -11!' 


})(»lynoinf-s,  î\  moins  que  cts  dcrnioi'i-  ne  soiiut  des 
<|iiantitt'.s  constantes. 

fjx'-(fx 
Ejrm/tlc.s  ....   !"■  f[ax'hlx  + H   ^'(/,t)  = 


(en  intégrant  olnuiue  terme  séparément).... 


;Jr 


20-. ..  /•  I  nx'^dx  -\ i  =i\az-klx  -V  bx—^  dx)    - 

J    1  .ri    )     ^ 


ax 


A 


hx- 


ax 


J 
1  h 


4  3  4 


;3  .IV 


+  (J. 


5S.  II.  Quand  même  il  entrerait,  clans  la  dilïe- 
reiitiellc  proposée,  des  puissanecs  de  polynômes, 
on  pourrait  encore  iuté^»rer  par  la  règ'le  fondamen- 
tale, pourvu  que  ces  puissances  eussent  un  expo- 
sant entier  positif,  et  (pi'elles  ne  se  trouvas.sent  pas 
au  dénominateur. 

Exemple  ....  /'(a  +  ix^/  clv.  Il  faut  dévelop- 
per («  +  hx-)^,  ce  qui  donne  à^  +  î3  a^/>a;2  +  3  ah  'x^ 
4- ly^x^.     On  a  donc  alors  ....  /  («-H  6a?2)3  dx  = 

f{aHx  -f-  3  fi^^hx^-dx  +  3  r//AïV/.T  +  h^v'^dx)  = 

3  aJPx^      fAv^ 
a^x  +  (fihx^  + H ■  +  C. 


M 


ré 


f  ■ 


i:S" 


^vm^  -'  :^  ("»,^; 


'.»ijy__  ,^-i  '»f^-- 


-sai^ 
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50.  Remarqno.—\\  y  a  un  cas  qui  rehappc  à  la 
règle  fondamentale  d'intt'gnition  ;  c'est  celui  où 
l'exposant  de  la  i^uissance  est  — 1. 


Ainsi, 


^  +  1  d.v       .1  > 


AT—*  -r  i  dx       r.  ' 

for-^  dx  = =  —  . 

^  (—1  +  1)  dx       0 


dx 


Mais  comme  x—^  dx  =  —  ,  on  a 

dx 
fx-^  dx  =  /•— =  log.  x+C.  (17) 


§  3.  Differcntiollcsi  qui  s*intc%reiit 
lîar  arcs  de  cercle. 


OO.  Sinus. — Appelons  z  un  arc  de  cercle  quel- 
conque,  et  soit  x  son  sinus.  On  a  donc  r  =  sin  z. 
Différentiant,  on  obtient  dx  =  d.  sin  ^  =  cos  z  dz. 


(20)  Donc</^  = 


flv 


.    Orcos^  =  Vi  —  sin2^  = 


S!     I 


COS^ 


V 1  —  x^.     Donc  dz  =  ■ 


dx 


V 


— rrr  •     Et,  en  intégran  t, 
1  — x^ 


dx 


on  trouver 


ra/. 


vr 


■  =  5^+  c 


G 


\i'MM\ 


4-2 


Pour  déterminer  cette  constante  (',  suppos(»ns  j-, 
le  sinus,  =  0  ;  alors  l'arc  z  est  aussi  égal  ù  0  :  clone 
C  se  réduit  à  0.  Donc  z,  ou  l'arc  dont  le  sinus 
estaf,  ce  qu'on  exprime  ainsi .... 

arc  (sin  =  x)  =     f .     (a) 

61.  Tangente. — Soit  2  =  un  arc  quelconque,  et 
X  =  sa  tangente.      Donc  x  =  tan  z.      Différentiant 


cette  équation,  on  a,  dx  = 

1 

cos  z  = ;  donc  cos^  s  — 

séc  z 


dz 


cos'^  z 


8éc^  z 


séc^z  =  l  +  t(m^z.    Donccos2^=- 


(22).     Mais 

l 

— .     Or 

1  1 


1  4-  tan^  z      1  4-  a;2 


dz 


Cependant  l'équation  do: = donuedz  =  cos^ zdx 

cos^  z 

dx  dv 


= .  Donc  X  ou  arc  (tan  =  a;)  =  f . 

1  +  X2  *^     l+X^ 


(b) 


§  4.  Intégration  par  les  séries. 


1 


dx 


6îl.  Problème  l*' — Intégrer  par  série 


Vi— x2 


•-MijL. 


4^ 


ilx 


Hohtion.--f  f{\  —  x'O  -i  dx.      Déve- 

loppant  (1  —x'^)—\  par  le  Binôme  de  Newton  (*), 
on  trouve  1  +  \  x^  4  i .  i  .c4  -I-  i .  3  .  |  .r'^  +  &c. 


Donc 


(l.V 


/'-=:  = 

./Vl  — a?i 
Jidx  4-  .i  x2(/.c  +  i  .   H  xhlx  +  è  .  Ml  .r^fAi-  +  &c.)  = 

jc^  ««  .r' 

.r  +  i  — +  i.  5.  —  +  i.ii  .1  .  __^.&c    = 
3  ô  7 

arc  (sin  =  x)   ....    <60,  form.    (a)  )  . 

03.  Cette  série  peut  servir  à  faire  trouver  une 
valeur  approximative  de  la  circonférence.  En  ef- 
fet, le  rayon  étant  supposé  =  1,  le  sinus  de  30»=  i. 
Remplaçant  donc  x  par  ^,  on  aura 

arc  (sin  =  è)=arc30«  =  A  +  i.  T  J  +  j  .  ij  .  j ..; > 

i .  î .  i .  * .  4  +  &c. 

En  s'en  tenant  aux  dix  premiers  termes  de  cette 
série,  on  trouve  ....  arc  30°  =  0,52359877.  Donc  la 
demi-circonférence  =  6  x  0,52359877=3,14159262, 
valeur  dans  laquelle  l'eneur  ne  porte  que  sur  la  der- 
nière décimale,  qui  devrait  être  5. 


64.  Problème  2»'!— Intégrer  par  série 


dx 


1  +  0:2 


{*)  Vojez  IV,  lioteA. 


f'^: 


44 


dx 


Solution. 


—  r =  fil  +  0^2)-^  dx.    Or  (*) 


1  +a;: 


(1  +  ^^)~l  =   1  —  a;2  +  a?4  —  «6  +  &c.     Donc 

dx 
=f{dx  —  x'^dx+  x'^dx —  x^dx  +  &c.) 

1   4-  -^2        •/ 


1  + 


j;3  2;5  xl 

=  :r 1 1-  &c.  =  arc  (tan  =  x) 


<61,form.  (b)). 


■ri 

Ifj     /Il 


65.  Problème  3*ûic — Trouver  le    logarithme 


de 


«+  a; 


a  —  X 


Solution. — D'après  la  règle  du  n^-  17, 

dx 

d.  log  [a  +x)= =  [a  +  x)—^  dx.  Or  [a  +  x)—i 

a  +  X 


X       œ^       x° 


=  («-) + +  &c.  Donc  logl  («  +  «)  = 


a       a'^      «"*      rt^ 


I  ;!::, 


dx 


S — =/ 


''  dx      xdx      X'dx       x^dx 


a  +  X 


■\ 


a         a~ 


a^ 


a 


^ 


-&c. 


:f 


x^ 


Xr 


X^ 


Intégrant,  log  [çi-^x)~ 1 


a 


2  «2      3  «3         4  ^^\ 


Il'  '\''-' 
\  %, 
?!  '11 


(*)  Voyez  II,  note  A. 
(##)  Voyez  I,  note  A. 


4Ô 


+  &c.  .. 

..  Mettant  —  x  au  lieu  de  a.-, 

log   (rt- 

a        2rt2         3«^ 

XA 

4  «4 

&c. 


Le  loj^arithme  du  quotient  étant  égal  au  logarithme 
du  dividende  moins  celui  du  diviseur,  on  aura  donc 
enfin 

a^x         ^x        2x^      2a;5 
log.     =- 


+ 


a — X 


a 


+ +  &e. 

3  «3       5  a^ 


r 


-  2 


;r 


0:3 


•> 


L  « 


4- + 

3  «3       5  «5 


&c. 


....  (c) 


66.  Problème  4^"i<^ — Trouver  le  logarithme 
ordinaire  de  2. 

Solution. — On  peut  pour  cela  se  servir  de  la  for- 
mule (c)  no-  65,  en  multipliant  la  série  qa'elle  con- 
tient par  le  module  ;«  =  0,4342914819  &c.  des  lo- 
garithmes ordinaires  j  de  sorte  que  l'on  aura 


a  +  .v 
log    =  2  m 


^     X  iV^ 


a—'X 


x* 


— +' 


+ 


+ 


^  a       3  «3      5  «5       7  à^ 


x^ 


X 


11 


vl3 


"N 


+  ■ 


+ 


+  &C. 


9a9       11  «11       13  «w 

On  voit  que  chaque  ♦crme  de  cette  série  est  égal 

à  celui  qui  le  précède  multiplié  par  —  ,  poiu'vu 

«2 


% 


46 


qii'oinlivise  successiveiueut  chaque  terme  respectif 
pari,  3,  5,7,9,  11,  13,  &c. 

a  +  X 

Soit  donc =  2.     On  a  .,.a+  x=2a —  2X; 

a  —  X 


X       l  x"^      1 

donc  S  X  =a,  et  —  =  — ;  donc  —  =  —  .  Mais  il  est 
a       S  «2      }) 

évident  qu'il  suffit  de  multiplier  2  m  = 

X        1 
2  X  0,4342944819  &c.  -■  0,868588964  &c.  par  —  =— , 

a       3 

a:2      I 

et  ensuite  succcssivementpar  —  = — ,en  divisant,  se- 
rt^ 


.<?      9 


Ion  leur  ordre,  les  termes  respectifs  par  les  nombres 
impairs  1,  3,  5,  7,  9,  11,  13,  &c  qui  se  trouvent  aux 
dénominateurs  des  termes  de  la  série,  ainsi  : 


m  i  -I 


3)0,868588964 

9)0, 

289529654 

9) 

32169962 

9) 

3574440 

9) 

397160 

9) 

44129 

9) 

4903 

9) 

545 

9) 

61 

1)  0,289529654(0,289529654 

3)  0,032169962(  10723321 

5)          3574440(  714888 

7)             397160(  56737 

9)               44129(  4903 

11)                 4903  (  446 

13)                   545(  42 

15)                    61(  4 


0,301 029995=log.2. 

Dans  les  tables  cà   sept  déciir  les,  en  le   trouve 
=  0,3010300. 
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ARTICLE    TROISIEME. 

INTÉGRATION  DES  QUANTITÉS  DIFFÉ- 
RENTIELLES A  PLUSIEURS  VARI- 
ABLES. 


Oy.  Si  l'on  se  rappelle  la  règle  pour  difFéreiiticr 
les  quantités  à  plusieurs  variables  (11,  12),  on  ver- 
ra, dit  Be7r  ;t  (*)  que  pour  intégrer  les  différen- 
tielles à  pli  s  variables  (lorsque  cela  est  pos- 
sible), il  faut  lassembler  tous  les  termes  affectés  de 
la  différentielle  d'une  même  variable,  et  les  irté- 
grer  comme  si  toutes  les  autres  quantités  étaient 
constantes.  Alors  si  l'on  différentie  cette  intégrale, 
en  faisant  varier  successivement  toutes  les  vari- 
ables, et  si  l'on  retranche  le  résultat  de  la  diffé- 
rentielle proposée,  l'intégrale  qu'on  a  trouvée 
(augmentée  d'une  constante)  est  la  véritable  inté- 
grale, s'il  ne  reste  rien.  S'il  y  a  un  reste,  on  sui- 
vra à  l'égard  de  ce  reste  le  même  procédé  que  l'on 
a  suivi  d'abord,  et  ainsi  de  suite. 

Par  exemple,  si  l'on  avait  à  intégrer 

3  z^ydx  +  xUy  -h  5  xyhly  +  y^dx  ....  (f), 

(*)  Cours  de  Mathématiques,  NUe  Ed.  4e.  partie,  page  178. 


J 


^8 


"*> 


Il  il 

■■\k 


on  prendrait  les  deux  termes  afFcctés  de  dx,  savoir: 

3  x^ydx  +  y^dx^ 

et  on  les  intégrerait  comme  si  y  était  constant  (57). 
L'intégrale  est  a;  ^y  +  xy^. — Différentiant  cette  quan- 
tité ])ar  rapport  à  x  et  à  ^  succossivemciit  (12),  on 
aurait  3  .x-yt/x  +  x'^dy  +  5  xy^dy  4-  y^dx^  et  retran- 
chant ce  résultat  de  la  différcntiellj  proposée  (f), 
il  ne   reste   rien.     Donc    l'intégrale  demandée  est 

x^y  +  xy^  +  C.  ^ 

O'.^.  Si  l'on  avait  à  intégrer 

:£^dy  -f  3  x^ydx  +  xr'dz  +  2  xzdx  +  xdx  +y'^dy ...  (g), 

en  rassemblant  tous  les  termes  affectés  de  t/ar,  savoir: 

3  x'^ydx  4-  2  xzdx  +  xdx, 

€t  intégrant  en  regardant  y  Si,  z  comme  des  con- 

stantes,  on  aurait ....  x^y  +  x'^z  4 ....  Différentiant 


i!ii' 


cette   quantité    en  faisant  varier    Raccessivement 
X,  y  et  z,    on   aurait  ....  3  x^ydx  +  x^dy  4-  2  xzdx  4- 

vr-f?z  4- ac/x.       Ectrancliant  ce  résultat  de  la  diffé- 
rentielle proposée  (g),  il  reste  y-dy,  on  prend  donc 

l'intégrale  de  y-%,  qui  est  —  ,  et  l'ajoutant  à  celle 

3 

que  l'on  a  déjà  trouvée,  ou  a  pour  intégrale  totale 


.r2 


y-- 


xhj+x''-z+ 1 +    C. 

2        3 


•jy 


CHAPITRE   II. 


if  *  ■ 


APPLICATIONS. 


.'..RTICLT.       PREMIER. 


QUADRATURE    DES  COURBES. 


09.  Problème. — Carrer  une  courbe  algébrique 
quelconque  (Fig.   l«re.)^ 

Solution. — Soit  l'abscisse  AP  =  .>•,  rordonnée 
mV  =  ii:  donc  ;/R  =dtj,  et  w?R  =  Vp  =  dv.-~l\  est 
évident  qne  Ton  peut  prendre  pour  différentielle  de 
l'espace  A/;;/P,  le  trapèze  mnpV,  si  l'on  suppose 
les  deux  ordonnées  viV  et  np  infiniment  proches 
l'une  de  l'autre.  Or  le  rectangle  ntRpV  ne  diffère 
du  trapèze  ninpV  que  du  triangle  wa-R;  il  peut  donc 
aussi  êt"o  pris  pour  différonticlle  de  l'espacé  AmP 
puisque  la  surf-'ce  de  ce  triangle  w??R  est  égale  au 
produit  de  sa  hauteur  nR=  di/,  parla  moitié  de  sa 
base  mil-  dx,  et  par  conséquent  est  un  infiniment 

dxdi/ 

petit  du  second  ordre ,  que  l'on  peut  néglige" 

2 

G 


if 


«  ■'  1 
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sans  erreur  sensible  par  rapport  au  trapèze  mnpV, 
infiniment  petit  du  premier  ordre.  Mais  le  rec- 
tangle ?wR/?P  est  ég-al  au  pror  lit  de  mV  par  ?mR,  ou 
à  ydx.  Donc  en  intégrant  on  aura  l'espace 
AmP  =  6*,  c'est-à-dire  S=  T ydx. 

lyO.  Remarque  — On  voit  ici  que  l'on  peut  re- 
garder cet  espace  AimV  comme  formé  d'une  infinité 
de  ces  trapèzes  mnpV  :  donc  ces  trapèzes  peuvent 
être  considérés  comme  les  éléments  de  cet  espace, 
et  cet  espace  lui-mêjne  est  égal  à  la  somme  de  ces 
cléments.    (53) 

Pour  intégrer  l'expression  précédente,  il  suffit  de 
substituer  à  y,  sa  valeur  tirée  de  l'équation  de  la 
courbe. 


Appliuatïons  «le  cette  forsnulci 


5*1.  Parabole.  I.  Espace  intérieur. — P  En  sup- 
posant a;  variable.    (Fig.  1*''<^') 

L'équation  de  cette  courbe  est  ip=^px-,    donc 
y  —  Vjox  =p  X.  La  snrîsice  S  =  Tydx  —Çpx  d.v  = 

~  f  P  '^  ~  t  ^P  ^~^  '"^V'    Donc  l'espace  pa 


■"n  '     11"'  \miàÊmmmmitm 


r)\ 


rabolii^ue  intérieur  Aim^  est  égal  aux  deux   tiers 
du  rectangle  formé  par  ''a  :  jcisse  et  l'ordonnée. 

y* — 2°-En  supposant  y  variable. 

En  différentiant  l'équation  3/2  =  ^x,  on  a 

2  ydi/  =pdx  j   donc  dx  = .   Donc  *'  z=rydx= 

p  J 


2  yHy       2  y3 


2  y-ij         pxy 

=  f =  f  xy^  même  ré- 

3^  p 


S 

^       p  ^  p 

sultat  que  celui  du  n**-  précédent. 

Quant  à  la  constance  C,  lorsque  y  =  0,  on  voit, 
par  la  seule  inspection  de  la  ligure,  que  S  devient 
aussi  0.  Donc  alors  S  =  fydx  =^xy  +  C,  devient 
0  =  0  +  C  :  donc  C-0. 


!yîj.  II.    Espace   exté 


rieur. 


-L'équation    de  la 


parabole  par  rapport  a  sa  convexité  étant  a-2  =  joy, 


X' 


on  a  donc  y  =  —  .     Donc  S  —Çydx  = 


x2dx 


P 


f 


P 


a?^  x-x         jtxy 

—  \ —\ =  \  ^y-     Donc  l'espace  para- 

?  P 


Sp 


bolique  extérieur  Aomî  est   égal  au  tiers  du  rec- 
tangle fo;.-mé  par  l'abscisse  et  l'ordonnée. 

^4.  III.  Espace  compris  entre  deux  ordonnées. 

Soit  cet   espace   )?rnpF  ;  soit    AP=a,  Pp^   v^ 


4 
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ml?  =  b,  np  =  y  ;    alors    Ap  ou  x  =  a  +  v.      Doue 


y=:'^px—-^pa-[-pv.     La  différentielle  de  cet  es- 
pace étant  ydv,  on  aura  sa  surface  ♦S'=  Ç  ydv  = 

J  '/pa  +  pv  X  dv.       Soit  j^rt  +iî«'  =  ^  ;  différentiant 

on  a  jidv  =  ^/«  ;   donc  dv  =  —  ....  Donc 

P 


S  rzz  r  ydv  =  Ç'^pa  +pv  x  dv  =  /*- 


V^f/- 


i> 


z  V2; 


-+0  =  f 


+  C  =  f 


^)«  4-  ?)v 


'^a  4.  pv 


+  C  = 


^i»  P  P 

f  («  +  î^)  '/pôT+pv  +  c*. 

Pour  déterminer  cette   constante  6',  soit  x  =  0. 
Alors  l'espace  mapV,    représenté   par   »S'  =  fydvt 

devient  aussi   0 Donc  alors  0  =  f  a^Jûi  +  C; 

donc   C  =  —  fa  Vy?a.      Donc   enfin 


S  =  ^  {a  +  v)'J pa  -\-  pv  —  f  rt  Vy^rt, 

ou  f  X  ^px  —  fa  '^pi^y  ou  f  a-y  —  f  ai. 

Et  effectivement  f  a??/  représente  l'espace  AinpA^ 
et  f  ai,  l'espace  AmPA;  maisAi>/>A — AmPA  = 
l'espace  mnpVy  compris  entre  les  deux  ordonnées 
mV  et  np. 

7&.  Triangiij. — La  imnne  formule  peut   servir    ^ 


>Ji^— «alHJIaMBian^^bi 


i)3 

à  faire  trouver  la  surface  d'un  Uiaiigle,   (iU()ii|ue  ce 
soit  une  figure  rectiligno. 

Soitcn  effet  le  triangle  ABC  (Fig,  ]ère.)^  rectangle 
en  A.  On  a  la  proportion  1  :  tan.  C  :  :  AC  :  AB  ; 
d'où  AB  =  tan  C  x  AC,       Soit  AC  =  x,  AB  ==  y, 

y 

imC=b.     T>oncij=sbx,ctb=:--.       La  surface 


X 


s 


=J  ydx  ~  f  bxdx  =  —  :  et  substituant  la  va- 

m 


's!iij     xy 
leur  de  b,  ....  ,S'  =  — =  — ,  c'est-à^lire  que  la  sur- 
2x      '2 

face  est  égale  au  demi-produit  de  la  base  par  la 
hauteur,  comme  on  le  démontre  dans  la  géométrie 
élémentaire. 

yO.  Cekcle.-- -I.A'/^  comptant  les  abscisses  de  Vo- 
riyuie   du   <//««<('//•<?.— Soit  le  diamètre  =  1.     Alors 

l'équation  devient  y^  =  a:  —  a;2j  donc  y={x  —  x^)  . 
Donc  la  surface  -V  = /'  ydx  =  /*  (x  —  af^)  dx  =  (*) 


/^ 


X  X''  a;3 

1 5^e. 

V.  2  8        16 


dx  = 


(*)  Voyez  V,  note  A. 


^w 

t 

i 

• 

î    ' 

1 

.'i^ 

W^' 

- 

-'( 

J             X  </x 

j 

,,     Ojp  \   _ 

^                   2 

oct.;  — 
8           16 

,         ^           ^ 

! 

5        X          a' 

i     T 

. . .  Aw 

!  Il 

5        28 

-  -  <xC. 
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En  suj^po^aut  x  =  le  diamètre  1,  on  aura  la  sur- 
face (lu  demi-cercle  =  ^  —  i  —  ^^  —  7,^  —  &c.,  et  en 
doublant,  celle  du  cercle  entier. 

77. — II.  -^'w  conqttanl  les  abscisses  du  centre. — 

Soit  alors  le  rayon  =  1.      On  a  donc  l'équation 

i 
y2=  1 — x2j  ety=(l — .r^)  .     Donc  la  surface  S,  cor- 

i 
respondante  à  l'abscisse  .i',=/yt/a:=  /*(1  —  x-)  dx={*\ 


P 


X- 


x^       x^' 


5  x8        7  ;l'^0 


8        16        128 


256 


—  &c.)c?a?  = 


/ 


x-dx       x^dx       x^dx        5  x^dx      7  x^^dx 


[dx  — 


8 


X^        x5 


16  128  256 

x7        5  x'^       7  xH 

&c. 


6        40      112      1152       2816 


Supposant  a;  =  le  rayon  1,  on  a  pour  la  surface  du 


(♦)  Voyez  IT.l,  note  A. 


■*«tf.««r-i'  •_■-    .-■     '»*■     Mfy-)^  '»*-^'4P94 


j5 


*  ï  l 

quart  de  cercle,  »S'=1 


6        40        112        1152 


;  —  &c.,  et,  en  quadruplant,  celle  du  cercle 
2816 

entier. 
78.  Ellipse. — En   comptant  les  abscisses  de- 

puis  le   centre,  l'équation  est  2/2  =  —  («2  —  x% 
d'où  y  =  —  (a2__a,2)  ....  Donc  la  surface  S^fydx^. 


aP' 


f-  («2-  .r2)    dx=  (■*)  r-~a{\ * 

^   ^  ^  a  2  ai 


a4 


2  «2         8  «4 


x^ 


5a?8 


16  a6        128  rtS 


&c.)  rfa:  = 


j:^^^.       ^4^.j^.       3,(i^7^,        5  ^e^a; 


2  «2        8  ^fl        i(.^6        128  «8 


h{x 


x^ 


X'' 


X' 


5  a?9 


—  &c.). 


6  rt-        40^4        112  «6         1152^^8 
En  remjDlaçant  x  par  a  dans  cette  série,  on  aura  la 


(•)  Voyez  VII,  noto  A. 


M 


Mivfiico   du   quart  ilr  rdlipso,  ot,  vu   4Ua<liu|»lîim, 
celle  de  lY'llii»so  enticio. 

yj).  llvrr.r.RoLi;. —  IJspnreft  asj/mplo/if/ucs.  — 
(Fig.  7'-)  Soit' A  n  -  il,  HP  =  X  ;  donc  AP  =  g  +  x. 
Dans  riiypovbok'  équilatcre,  les  asympiotos  sont 
perpendieulairos  Viuio  à  rautn*.  l/i'cpiation  ordi- 
naire de  riiyperl)olo  pnr  rii]iporl  aux  asymptotes 
est  orij  —  tp.      Ici .»'  ou  AI*  =  //  +  a-  ;  donc  r«'(piation 


f 

m 

1 
m 

m 


devient  ....  (7  +  x)  y=(/  :    donc  y  ou  MP  = . 

Donc  la  surface  de  l'espace BCMP,  ou  >S'=  j  u<l.v= 


f 


,/^ =  ff-  l()o-  {(/  +  ,t)  +6" Quand  lîP  =.r 


devient  0,  l'espace  }ÎCMP  ou  .S'  =  0  aussi.  Donc 
0  =  f/-  loff.  //  +  C:  donc  C  =  —  //-  log.  </ ...  ])onc  »S'  = 
f-  log-.  (//  +  ^r)  —  1/'  loj.-.  fj. 

Soit  maintenant  Ali  ou  /y=l  :  alors  .... 

.S'  =  le-  (1  4-  .!■)  —  lo-.  1  =  lo--  (1  +  ^)  —  0  = 
loo-  (1  +  ,r).  Donc  l'espace  liCM  P  =  log.  AP.  On 
aura  de  mùme  ]î(  M  P  =:  lo<;-.  AP',  (Sec.  Donc 
BCMP:  JU'M/P'::  lo-.  AP:  lo-  A  P';  c'est-à- 
dire  que  les  aires  asYmi)totiqueslU'MP,  lîCM'P', 
dans  une  liy])erl)olc  équilatùre,  sont  proportionnelles 
aux  loi^aritbmesné]){''riens  des  abscisses  correspon- 
dantes  AP,  APj    d'où  il  suit  que  si  les  abscisses 


IJ' 


07 


sont  en  projiçrcs.sion  par  quotient,  les  aires  corres- 
pondantes .sont  en  progression  par  dirterencc. 

HO.  On  peut  de  même  en  variant  l'angle  des 
asymptotes  obtenir  une  infinité  d'autres  systèmes 
de  logarithmes.  En  effet,  soit  UMV  (Fig.  8*)  une 
hyperbole  quelconque.  Soittoujours  AB  =  1.  La 
différentielle  de  l'espace  BCMP  est  le  petit  tra- 
pèze VMmji,  ou  le  petit  parallélogramme   PMwjo. 

Menant  po  perpendiculaire  sur  PM,  dans  le  triangle 

rectangle  poV,  on  aura  la  proportion 

1  :  P/?  :  :  sin  oVp  :  po  =  Py>.sin  XAY  =  dx.  sin  .^^, 
appelant  •  j'  l'angle  des  asyniptotes.  Donc  le  parallé- 
logramme VMnp  =  PM  X  po  =  ydx.  sin  ^. 


Mais  ij  = 


1+x 


Donc  l'espace  BCMP,  ou  ,S*  = 


dx 


sin  ^  =  log  (1  +  cr)  sin  ^  =  log.  AP.   sin  Jl 

l+x 

On  peut  regarder  sin  j1  comme  module. 

Dans  le  système  des  logarithmes  ordinaires,  le 
module  ou  sin  ^^  =  0,434294419  :  l'angle  qui  a 
ce  nombre  pour  sinus,  le  rayon  étant  1,  est  de  25 
44'  25,?'  47  :  tel  est  l'angle  que  doivent  former  îcs 
asymptotes  d'une  hyperbole  pour  que  chaque  aire 
asymptotique  soit  le  logarithme  tabulaire  de  l'ab- 
scisse correspondante. 

Si.  Cycloïde. — Soit  l'axe  BR  de  la  cycloïde, 
(Fig.  9«)  ou  le  diamètre  du  cercle    générateur  =  li 


*•  ■' 


J 
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soit  BP  =  X  ;  mV—  Va;  — 1^\  soit/P  zr^y  :  fn  — 
dx  et  In  ■-■  dy.  Les  deux  cordes  yiÇ  et  Bm  sont  égales 
et  parallèles,  et  l'arc  infiniment  petit  If  peut 
être  regardé  comme  le  prolongement  de  la  tan- 
gente/j5.  Donc  les  deux  triangles  Ifn,  »nBP  ont 
leurs  côtés  correspondants  parallèles  ;  donc  ils  sont 

semblables.     Donc  on  a  la  proportion 

BP:  Vm  :  :  fn  :  In,  ou   .v:    V. 


X 


x^  ::  dx'.  dy  ■= 


Vx —  x'^  X  dx 


Or,  par  rapport  à  l'espace  extorieur 


■M 


IM    '.%k 


ADBA,  l'abscisse  Bh  ou  x  '  =/P  ou  y,  et  l'ordon- 
née A/"  ou  y'  =  B/î  eu  X.  Donc  l'espace  B  /j/ou 

5f  =  fy'dxf  devient  S=/xdy  =  f(x  —  x"^)  dx 

=  par  conséquent  l'espace   circulaire  BmV  (76). 
Donc    de   même  l'espace  extérieur  ABDA 
tout  entier  =  le   demi-cercle  générateur   BmRB. 


Or  ce  demi-cercle  —  BmR  x 


BR 


cr 


donc 


4         4 

l'espace  cycloïdal  extérieur  ABDA  =  aussi 

cr 
.  Mais  le  rectanglo  entier  BDAR  =  AR  x  BR 


=  BwR  X   BR  =  —  X  2  r  =  cr.      Donc  l'espace 

2 


K*^:  T^  '    ■..■-      ■  ■"».■■      r  if**.*!,  ''^-^ty-   ,■-.•..  ■■^. 
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intérieur  BARB  =  f  cr.    Donc  il  est  triple  du  de- 

cr 
mi-cercle  B/zJlB  =  —  .      Doue   l'espace  cycloïdal 

4 

ABCA  tout  entier  est  triple  de  la  surface  dn  cercle 
g'énérateur. 


ARTICLE     DEUXIEME. 

RECTIFICATION    DES  COURBES. 


8^.  Rectifier  une  ligne  courbe,  c'est  déterminer 
sa  longueur,  ou  assigner  une  ligne  droite  qui  lui 
soit  égale,  ou  qui  soit  égale  à  un  arc  proposé  de 
cette  courbe. 

^3.  Problème. — Rectifier  une  courbe  algébrique 
quelconque. 

Solution. — Soit  l'arc  Am  =  s  (Fig.  1ère.)  La  dif- 
férentielle est  mn  =  ds.  Le  triangle  rectangle  m»R 

donne  l'équation  mn=  ^mH^  -f  //R2  ou 


de 


Il  suffit  de  substituer  dans  cette  formule  la  valeur 

3  l'éciuation  de  la 


û,  ou  celle  de  dy,   tirée  de 
courbe,  et  d'intégrer,  pour  avoir  la  valeur 


de 


l'arc  *. 


it^-: 


M 


!lH|i 


flO 


Apiilinations  de  cette  formule. 


11   fffi 


JS4, 


84.    Parabole. — L'équation   de    cette  courbe 
étant  y^  =i>a?,  on  aura,  en  la  diflférentiant,  .... 

2  ycify  =|?c?a?  j    donc  c?a?  = ;  donc  dx^  = . 


IP 


P' 


Donc  ds=^dx^  +  di/- 
iU'pUf^^y^df_  dy 


^=f; 


'<^/+ 


4  y2</y2 


^- 


(p2  +  4  y2)  ,    En  réduisant 


pi 


P 


{p^  +  4  y-)  en  série,  par  la  formule  de  Newton  {*), 

2  y2       2  3/4      4^6       10  2/^ 
on  obtient  pH 1 \-  &c. 


ps 


P' 


dy 


Multipliant  chaque  terme  de  cette  série  par  —  ,  on 

......   ,,..  .  .        P 


(#)  Voyez  VIII,  note  A. 


■i 


«1 


trouve  ds  =d^  + 


2  rdf/        2  y4,/y      4  y«,/y 


P- 


p'^  p? 


10  f/dy 

'       ^       ^  &c Donc,  en  intégrant,  .... 

2  3/3        2y5      4^7        10^,9 

«=y  + + +&C 

85.  Cercle.— I.  ^w  comptant  les  abscisses  de Fo- 
riffine  du  diamètre,— Soit  le  diamètre  =  1.  L'é- 
quation est  alors  i/:=x-^x"i    d'où  y  =  V^ZT^. 

dx  —  2  ccdx 
donc  c?y  = 


Vx—  a;2 


Donc  c?s=  Ve^r2  +  ^^2  = 


v- 


ffo2  + 


</.*/-  —  4  .re/a;2  +  T^^& 


4  z  —  4  .r^ 


A/"4  j-fl?j:2  —  4  a:2(/x2~+l/:r^  ^==^  .rafa^2  +T;2^ 


4  a:  —  4  a;2 


_^       dx2  d.vk/'     1  rf^ 


4  .T  —  4  a;2 


X  —  x~ 


ix~x^)-i  = 


dx 
2 


(*)-..-i(l  +  |x2+^|,3+3|.4  +  &,.)^ 


(*)  Voyez  VI,  note  A. 


1^ 


* 


IfT' 


•2^ 


03 


i 


,  3     3    ...    .  5    J    .       .35 


î 


J  { j-i  </.r  + 1  a?  rf;'  ,  -  X  dx  +j-^ x  dx +j-^^xdx+kc.). 


r 

M 

il 


l!      ,;''■ 


Donc  on  aura,  en  intégrant  cette  série, 

i        a        î         § 

i         a?       3  <ï        5  a;         35  a' 


-V  = .;  (-2  X  +  —  + 


i-  &c.). 


3         sa        5t         576 


lài  ^supposant  x  égale  au  diamètre  1,  et  en  dou- 
Miint,  on  aura 

Circonférence  ='2  +  -  +\J3  +  ;iô  +  ^ff;"''  ^^• 

HO. — II.  En  comptant  les  abscisses  du  centre,- ■ 

Soit  alors  ie  rayon  =  1.  L'équation  sera     

y-'  =:  1  — ^'-'  ;     ...  difl'érentiant,  .... 


•i  j/di/  =  —  2  A'dj:  ;    donc  dy  =  — 


xdjc 


y 


xdx 


Vf~x-^ 


+  dv~  =:!     i 


Donc  ds  =  \'da;-+  dy'  =  T    dv"-  + 


x2dx^ 


1  —  x2 


il/'^ê 


dx^  —  a:-'</.r-'  +  a-W.r- 


Y'- 


l  —  x'i 


dx^ 
1  —  x'i 


dx 


Y. 


l  —  x'i 


dx{l—x'^)-i  =  {*) 


(*)  Voyez  IV,  noie  A. 


'•^•MlâiÉÉiaMMHUnMii 
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xodx     3  x^dx       ô  x^'dx        35  xQdx 

dx  +-— + + + +&0, 

2  8  16  128 

En  intégrant  cette  série,  on  aura  donc 
3-^      3  x^^      ô  z7       35  x^^ 


s  =x  + 1 

6        40 


-  +  &c. 


112      1152 
llw  supposant  x  égale  au  rayon  1,  on  aura 

Circonf. 


4 


^  +  ?^  "^  iô  +  i7i  +  rrâ  +  ^<-'->  et  tn\  (îfju- 


blant,  ....i  CV>ro;j/:  =2+i  +  |  +  |  +  ^4-  &e. 
comme  dans  le  problème  précédent  (85). 


ARTICLE     TROISIÈME. 


QUADRATURE  DE  L'AIRE  DES  SOLIDES 
DE    RÉVOLUTION. 


87.  Un  solide  de  révolution  est  un  solide  eïi- 
gendré  parla  révolution  d'une  courbe,  tracée  sur 
un  plan,  autour  de  son  axe. 

^  88.  Problème.— rroMwr  rexpression  yénéraïe 
d'une  surface  de  révolution.     (Fig.  1ère.) 


0 

m. 


( 


laciurbe   Amn  fasse 
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Solufion.  —Supposons  ci 
une  révolution  autour  de  son  axe  AB  :  elle  engen- 
drera dans  ce  mouvement  une  surface  de  révolu- 
tion, dont  l'élément  ou  la  dififérentiello  sera  la  zone 
décrite  par  l'arc  infiniment  petit  w.'?.  Ov  cet  arc 
se  confond  sensiblement  avec  la  partie  correspon- 
dante de  la  tangente.  Dont  cette  zone  peut  être 
considérée  comme  la  surface  Ipa'rale  d'un  cône 
trontiué,  engendr''  par  la  rotation  dti  trapèze  Vinnp 
autour    de  Vp.     Mais    la   surface  latérale  de   ce 


cône     Irojiqiré    = 


Circonf.  Vm+  Circonf  jm 


X  mn. 


Soit  l'arc  Ani  =  s  ;  :n)i  -r  ds  ;  son  AP  =  x,  d'où 
Pp  =rr  dx  :  soit  Vm  =  y  :  ;/  H  =  ^y,  et^^w  =  y  4-  di/. 
Soit  encore  S  la  surface  de  révolution  ;  sadifiFéren- 
tielle  dS  .sera  la  siuiacc  latérale  du  cône  tronqué. 
Donc  dS  =  Tl{2y  }-  dj/)  ds=:2'n  yds  +  n  dyds. 

Or    o      peut    négliger  FI  dyds,  infiniment  petit 

dî)  second  ordre Donc  dS^'iïl  yds  = 

2  n  y  '^ dx'  +  dy*  (83).      En  intégrant,  on  aura  la 
surface  de  révolution  S. 


Applications  de  cette  foriuulet 


'liHl!' 


il' 


89.  Sphère. — L'équation  du  cercle  étant 
y2  =  2  flx  —  x^,  on  aura,  en  la  diflférentiant,  .. 


l«io(»ir»U>.>*J(tWIKi ■ . ^-  -..  -'.     'Iri' 


fiû 


2  ^</y  =  2  rtrfx  —  2  .Ct^a;  ;   d'où  Uy  = 
Donc  dS=2n]/  ^dô^^T~dy~i  = 

2JIyV 


rtf/a-  —  .t'(/.f 


dx^  + 


«-(/s-'  —  2  axdx:^  +  x''^«^/a:2 


2  riy 


A/'y^f/^.o  +  ^j3^/^t.2  _  2  rtAY/x2  +  X'^dx^ 


f 


2  n dx  s/y'z  +  «2  _  2  «X  +  ^2  ^2  n r/x  V7?2  =  2  H  adx. 

Donc  en  intégrant,  /S"  =  2  n  ax  +  C. 

Soit  x=  0  j  alors  .S"  =  0 j  donc  0  =  0+  Cj  donc  0=  0. 
Donc  iS'=  2  nrtx.— Soit  maintenant  a:  =  2  «  ;  alors 
-S  =  4  n  a-y    surface  de  la  si^hôre. 

En  effet,  le  diamètre  étant  2a,  la  circonférence  d'un 
grand  cercle  se  trouvera  par  la  proportion  1  :  n  :  : 
2  a  :  2  n  a  ;  la  multipliant  par  le  diamètre  2  a,  on 
aura  aS"  =  4  n  «2. 

90.  Cylindke.— Sa  surface  étant  engendrée  par 
la  révolution  d'un  rectangle  A13CD  autour  de  l'axe 
AB  (Fig.  10-),  soit  AB  =  a,  AC  =  b  ;  l'ordonnée 
sera  constante,  et  égale  à  AC,  ouy=b;  doncc/y=0. 
Donc  dS=:2ny  ^dxi  +  d,/  =  2  n  bdx  ■  donc... 
S  -  2  n  hv  +  c.      Quand  x  =  0,  0  aussi  0. 

Soit  maintenant  x^a;  alors  S  =  2  il  ba,  c'est-ù- 
dn-e  =2  n  J,  la  circonférence  de  la  base,  par  a,  la 
hauteur. 


•i:i 


:>!: 


K 


\wm^< 


fi() 


Ol.  CÔNE. — Ce  solide  étant  engendré  par  la  ro- 
tation d'un  triangle  rectangle  ABC  (Fig.  IP)  au- 
tour de  l'axe  AB,  soit  AB  —  a,  BC  =  b  ,  AP  =  x, 
et  PM  —  y  ;  on  aura  la  propos  ;  'on 

AB:  BC::  AP:  PM,  ou  a     6:  :  x:  y; 

b  h 

donc  y=  —  x:    donc  dy  =  —  dx.     Donc 
a  a 


dS=i2ny 


h    4/        m 

yfdx'^+dy^^^U  —  x  T    da^  +  -- 


dx^  = 


a 


n  —  xM 


b2dx^ 


=  2  n  —  cndx  Va2  +  ^2. 


«2 


«^ 


X'i 


Donc, en  intégrant,  6'=  Jih  —  V^^  +  ^2  ^  c.  Quand 


a~ 


X  =  0,  5  =  0;    donc  C=  0,— Mais  Va2  +  ft2  =  phy. 
poténuse  AC.   Donc  *S  =  n  &  —  x   AC.  —  Soit  à 


a- 


présent  «  =  a  ;  alors  S=Tl  bx  AC,  c'est-à-dire =n  J, 
la  demi-eirconférence  de  la  base,  par  le  côté  AC 
du  cône. 


-0000- 


i;    fïM 
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ARTICLE     QUATRIÈME. 

CUBATURE  DES  SOLIDES  DE   RÉ- 
VOLUTION. 


O*.  Problème. — Cuber  un  solide  quelconque  de 
révolution.  (Fig,  12^) 

Solution.— Si  la  ligure  iiaixtiligne  abo  tourne  au- 
tour de  son  axe  ab,  elle  engendrera,  dans  ce  mou- 
vement de  rotation,  la  solidité  d'un  corps,  dont 
l'élément  ou  la  différentielle  sera  le  cylindre  infi- 
niment petit  oemdino  ;  or  ce  cylindre  est  égal  au 
produit  de  la  surface  du  cercle  décrit  par  ce,  par 
son  épaisseur  bc.  Soit  «c  =  a?,  ce  =  y  ;  bc=2  donc 
dx.  On  a  la  circonférence  décrite  par  ce,  en  disant 
1  :  n  ;  :  2  y;  Cire.  =  2  H  y.      En  multipliant  cette 

circonférence  parla  moitié  du  rayon  ou  par—,  on  a 


ce. 


II  yi  pour  expression  de  l'aire  du  cercle  décritpar 
Donc  le  cylindre  élémentaire,  ou  {en  appelant  S  le 
solide  de  révolution)  d  S  =  II  y3  dx. 


U8 


Apiillcatlons  tic  celle  furuiulr. 


El  9BI1 


08.  ParadoloÏde. — L'équation  de  la  parabole 
étant  y*^  =i'^'»  on  a,  en  substituant  cette  valeur  de 
y2  dans  la  formule  précédente,  df>  =  II  pxdx.  Donc, 

II  j)Xi    II  xy^ 

en  intégrant,  S  = = ,  c'est-à-dire  =11^^ 

2  2 


X 


Jt^l^ 


l'aire  du  cercle  de  la  base,  par  — ,  la  moitié  de  la 

hauteur  du  paraboloïde. 

Donc  la  solidité  d'un  paraboloïde  est  la  moitié 
de  celle  du  cylindre  circonscrit,  qui  serait  égale  à 
II  a?y2. 

04-  Sphère  — L'équation  du  cercle  est  y2  = 
2aa;  —  x^.     Donc  rfS  =  II  y^dx  =  1 1  (2  ax  —  x^)  dx. 


En  intégrant,  on  a  S  =  II 


r               3.3  ^ 
ax^ 


+  C. 


Mais  0  =  0,  lorsque  x=:0. 

Soit  maintenant  a?  =  2  a  ;  alors  S 


II  1  4  a3  

L  3     J 


r 


=11 


12  8 

3  3 


=  — IIa3, 
3 


(>'J 


e'est-à-dirc  (^ue  la  solidité  est  ««gale  au  produit  de 


a 
4  II  a2,  la  surface  du  la  sphère  (89),  par — ,  le  tiers 

a 

de  son  rayon. 

Cependant  le  volume  du  cylindre  circonscrit  se- 
rait égal  au  produit  de  la  surface  de  sa  base,  c'est- 
à-dire  de  II  «2^  par  sa  hauteur  2  a  ;  donc  il  serait 
égal  àSIIrf^.       Donc   la  sphère  est  au  cylindre 

1 

circonscrit,  comme  —  :    2,    ou  comme  1  :    (>,    ou 

3 

comme  2:3. 
95.  Ellii'SoÏdk. — Dans  l'ellipse, 

y3  =  —  (2  rtx  —  x2) Donc  dS = II  y-dx  = 

n — i^ax—x^)  dx.      Donc,  en  intégrant,    

«2 


/y2 

S  =  II  — 

r/2 


X- 


3  ^ 


ax 


2 


3 


+  C.  Or  quand  a?  =0,  S =0, 


et  C  =  aussi  0 Maintenant  soit  x  =2  a;  alors 

i2       4  4 

S  =  n  —  X  —  «3  =  _  II  ah'i. 

«2      3  3 

D'ailleurs,  le  cylindre  circonscrit  à  l'ellipsoïde, 
engendrée  par  la  révolution  d'une  ellipse  autour  de 
son  grand  axe,  est  égal  au  produit  de  la  surface  du 
cercle  de  sa  base  (c'est-à-dire  du  cercle  décrit  par 


I 


ro 

h'  floiui-petitaxo  A),  par  sa  hauteur  (c'est-à-ilirc  par 
le  faraud  axe  2  //  de  l'ellipse)  ;  donc  ce  cylindre  cir- 
conscrit =  Il  //'  X  2  rt  =  2  II  nf}^. 

Donc   rellipsuïde  est   au    cylindre    circonscrit, 

4 
comme  —  :  2,  ou  :  :  4  :  0,  ou  :  :  2  :  3. 
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AUTICLE    CINQUIÈME. 


i  ;.; 


MÉTHODE  INVERSE   DES   TANGENTES. 


E'    II? 


OO.  On  appelle  ainsi  la  méthode  qui  sert  à  faire 
trouver  la  nature  d'une  courbe,  lorsqu'on  connaît 
sa  sous-tangente,  sa  sous-normale,  sa  surface,  &c. 
Elle  consiste  à  comparer  l'expression  particulière 
de  cette  sous-tangente,  de  cette  sous-novmale,  &c., 
avec  l'expression  générale  de  la  sous-tangente,  de 
la  sous-normale,  &c. 

Oy.  PiioBLÈME  P'" — Trouver  la  courba  dout  la 
2  y- 


sous-tan  (/ente  = 


i^ 


Solution, — L'expression  générale  de  la  sous-tan- 

yclx  ydx     2  y2 

gente  étant  *  =  — (28),  on  a  —  = .  Donc 

dy  dy        p 


la 


ri 


pydx  =  2  y^-dij  ;  donc  pdv  =  2  yr/y.       Intcgmnt, 


P^  -y-,   équation  de  la  parabole  ordinaii 


u. 


08.  Prodli^mi;  2'"' — Trc 


Hiver  la   courbe  duitt  /, 


'a 


sous-tangente  = 


3^/3  ydx 

Solution.— Ici  on  a = Donc 

}f-  dy 

3  y\ly^  phjdx,   et  3  y'hly  =p2dx Intégrant, 

3/3  =  2)-x,  équation  de  la  première  parabole  cubique. 
OO.  PiiOBLÈME  3^— Trouver  la  courbe   dont    la 

2  a:  -_  3  a;2 
sous-normale  =  — — 


3y 
-So/M/iow.—L'expression  générale  de  la  sous-nor- 
male (34)  étant.  =^1,  on  a  ÎTlif^!!^ 

<^^  3  y        dx 

Donc  ^xdx-^x-^dx^^yHy.  Donc  en  inté- 
grant, aî2—  ^3  :=  y3,  équation  du  premier  cercle  du 
second  genre. 

lOO.  Problème  A'— Trouver  la  courbe  dont  la 


sous-normale  = 


2  px 

ïiy 


Réjnan 
Olivier 


Ex-Libris 


fes 


7-2 


Sc'ution. — On  a  ici 
ydy    2  px 


Donc 


dx        S  y 

Sy'^dy  =  2j)xdx.     En  intégrant,  y^  —P^'^t  équation 
(le  la  seconde  parabole  du  premier  genre. 

iOl.  PiioiJLÈME  5*^- — Trouver   la   courbe  dont 

P 

la  sous'normale  =  —  . 


ydy      p 

Solution.. — Alors =  — ;  donc  2  ydy  =:j)dx  ; 

dx        2 

donc  en  intégrant,  y^  =j9»r,  équation  de  lai)arabole 
ordinaire. 

109.  PiiOBLÈME  (i^i-— Trouver   la  courbe   dont 


1  —  4  a;  +  3  a?2 


la  sous-normale  = 


3y 


ydy      1  —  àx  +3x2 

Solution. — Ici =  — '■ Donc 

dx  S  y 

3  y^dy  —  dx  —  4  xdx  +  3  r?dx.  Intégrant  cette 
équation,  ....  y3  =  x  —  2  a?2  +  ^r^  =  .*;  (1  __  2  x  +  x"-) 
=  a;(l — xy-,  équation  du  second  cercle  du  pre- 
mier genre. 


akticlt:   PREMiEii.—PRINCIPES. 


103.  Soit  réqnation  y  =  ax  :  comme  y  prend 
(les  viileurs  flifférciUcs  selon  la  valeur  (jne  Ton 
donne  à  .r,  cette  quantité  ,v  s'ai)pelle  la  prhiclpah' 
variable,  ou  la  rariaUc  hidépendanle,  et  y,  la  va- 
riable secondaire  ou  dépendanle. 

104.  Si,  do ns  cette  équation  y  =r/^,  on  suppose 
que  X  reçoive  un  accroissement  (luelconcpie  h,  do 
manière  à  devenir  .r  + //,  et  si  \\m  désigne  par  y'  la 
nouvelle  valeur  (pu  en  lésultcva  pour  y,  on  aura 
?y'  ^-  a  [x  +  h)  =.  ax  4-  ah.  Retranebant  la  première 
é(iuaiion  de  la  seconde,  il  reste  y'  ~y-ah  ;  et  di- 


visant les  deux  membres  par//,  il  vient 


?/'  —  ;'/ 


/* 


■(f 


c'est-à-dire  que  le  rapport  de  l'accroissement//'  — y/ 
de  la  Jonction  à  celui  //  de  la  variable  est  constant, 
et  indépendant  de  Icius  valeurs  particulières. 


74 


lOii.  Si  l'on  avilit  la  fonction  im  peu  plus  com- 
j)liquL:e  y  =  ax^  :  en  y  mettant  x  +  //  à  la  place  de  x, 
on  obtiendrait  yl  =  a  {x  +  h)-  =  <ix'^  +  2  axh  +  ah^. 
Soustrayant  la  jiveniiùre  équation  de  la  deuxième, 
3/'  —  y=.  2  axh  +  ali^  :  et  divisant  chaque  membre 


par  //, 


y 


y 


=  2  ax+  ail. — On  voit  ici   que  le 


im 


rapport  de  l'accroissement  de  la  fonction  à  celui  de 
la  variable  est  formé  de  deux  termes  :  l'un  est  in- 
dépendant de  la  valeur  i»articulière  de  l'accroisse- 
ment //,  l'autre  en  est  affecté.  Ce  rapport  diminue 
d'autant  pins  que  h  diminue,  et  lorsque  //  devient 
nul,  ce   rapport  se  réduit  à  2  ax  ....  Ce  terme  2  ax 


est  donc  la  lim  'te  du  rapport- 


ez 


?  _- 


h 


puisque  c'est 


vers  ce  terme  que  tend  ce  rapport  à  mesure  que  // 
diminue. 

La  différence  yl  —  y  s'anéantit  elle-même  lorsque 
h  —  0;  cependant  leur  rapport  ne  s'anéantit  pas, 
puisque  dans  ce  cjis  il  est  égal  à  2  ax. 

lOtl.  De  même  si  l'on  a  l'équation  y  =  ax^, 
yl  =  «  (a?  +  hf  =  ax"^  +  3  u.i^Ii  +  3  axjfi  +  ali'^  :  donc 


y^  —  y 


=   Sax^  +  Saxh  +  ah-  ;    ot  (piand  //  —  0, 


c'est-à-dire    (juand  on  passe  à  la  limite,  ce  ia])port 
se  réduit  à  3  ax'^. 


7Ô 


lOy.  Cette  quantité  h  est  (V)iic  lu  (Uffercucc 
entre  la  vuleur  actuelle  de  la  variable  x,  et  sa  va- 
leur primitive  j  de  même  f  —  y  est  la  différence 
entre  la  valeur  actuelle  y^  de  la  fonction,  et  sa  va- 
leur primitive  y.  Quand  on  passe  à  la  limite,  ces 
deux  quantités,  qui  de  viennent  nulles,  se  désignent 
respectivement  par   dx  et   dy  j  ainsi    l'expression 


■'/—y 


dib 


h 

=  3  ax^ 


=  3  ax-  +  ^axh  +  ah'^  devient  alors 


(JV).      Le  rapport —  s'appelle  le 


coefficienl  différentiel  àclvi  fonction?/.  ' 

Dans  l'équation  (JV),  ûiant  le  diviseur  dx,  on  a 
dy  =  3  ax'^dx.  Cette  quantité  3  axHx  est  ce  qu'on 
appelle  la  différeni ielle  de  la  fonction  y. 

108.  Soity  =  (.#_2rt2)(^2_3,,2),  En  ef- 
fectuant la  multiiîlication,  on  a 


y-x'^  —  ba-  x^  +  6 


a"" 


Mettant  x  ■{■  h  à  li? 


place  de  x,  ....  y'=a;4+  4  x^h  +0  0:2/^2  +  4  a;/^3  h  /a4_ 

5 «^ x'  —  \0 a^xh  —  5 ^/-A-  +  6 «^ Donc 

yf-~y=i  xVi  +  6  x^h^  +  4  xW^  +  /i4  __  10  ^«2^/^  _ 

ô  (filfi  ;     et  en  ordonnant  par  rapport  à  //,  

yl—y^  (4  cca  _  10  a?  x)  h  +  (6  x2  —  5  «2)  7^2  + 
ixh?  +  hK     Donc 


//  — 


y 


Jk 


zzixi  —  i{}  a^  X  +  ((i  0:^—0  .^2)  /,,  +  4  xf^ 


V 


7(! 


4-  h"" Passant  à  la  limite,  le  cooflicieiit  «liirérciitiel 

dy 

—  =  4  a;3 —  10  rt'^  X  :  et  la  dinéreiitiellc  de  la  louc- 

dx 

tion  y,  ou  dy  =  (4  a;"^  —  1 0^'^  a-)  dx. 

I09.  Différent icUes  successives. — Soit  y  une 
fonction  de  x  :  en  la  dilTérentiant,  on  obtient  un 
ré^Ailtat  de  la  forme  ^?(/.r.  Si  p  contient  x,  on  trou- 
vera, en  dilîérentiant  i^,  un  résultat  représenté  par 
qdx  :  en  différentiant  q  à  son  tour,  il  viendra  un 
résultat  de  la  forme  l'dx,  et  ainsi  de  suite.  Ces 
quantités  2)dx,  qdx,  rdx^  &c.  s'appellent  les  diffé- 
rentielles successives  de  la  fonction  y. 

Par  exemple,  soit  l'équation  y  —  ax^.  Différen- 
tiant, on  a  dy  =  3  ax~dx.     Donc  le  coefficient  dif- 

dy 
férentiel  —  o\\ p—  3  ax^.      Le   différentiant  à  son 
dx 

dp 
touf,  il  vient  dp  —  6  axdx.     Donc  —  ou  q  =  6  ax. 

dx 


Différentiant  de  nouveau,  dq  ~  C>  adx  ; 

dq 

et  —  ou  r  —  6  a. 
dx 


^1/ 
Comme    on   olnient  y    en  dillércnlianty>  ou  —  , 

dx 


■T  f 
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et  on  divisant  ensuite  par  f/a',  on  fait  y  = 


de  môme  /•  = ,  et  ainsi  de  suite. 


ARTICLE     DEUXIEME. 

THÉORÈMES  DE  MAC-LAURIN  ET 
DE   TAYLOR. 


IIO.  TiiÉouÈME  DE  MxVC-Laurin. — Soit  y  une 
fonction  de  x.     Faisons 

y  =  A  +  B  a;  +  C  a;2  +  D  a:^  +  E  a^'l  +  &e.  (*)        (À^ 

Différentiant,  et  divisant  par  dx^  on  a     (100) 

d]f 


=  B  +  2  Ca-  +       3  Da:2  +        4  Ex^  +  &c. 


dx 


dhj 

=  ....     -2  C  +  -2.  3  Do;  +     3.  -1  Ex^  +  &e. 

dx^ 


(*)  Voyez  uotcC. 


78 


m 

l."""! 


li^BH 


il! 


3.  3  D  +  2.  3.  4  Ea;  +  &c. 


&c. 

Débignnnt 

par       (2/)       ce  que  devient     y,    quand  .r  =  0  ; 


par 


par 


—  ce  que  dcvieTit  — ,     quand  a?  =  0; 
dx  i  dx 

-  -    \  ce  que  devient  — ,  quand  x—0,  &c.; 


on  ■>%,  j  ai  lus  équations  précédentes, 


{<ly^ 

'  (% 

\ 

=  « .... 



l  dx  J 

.  dx^ 

(y)  =  A 


—      =2.  3  D  ....  &c.  ; 
dx^  ) 


=  2C.... 


d'où  A=(?/)  ....  B  = 


D  = 


1    r  rf3y  ^ 
—  I  -- 1 ... 

2.    3     l  dl'3  J 


.  dx 

&c. 


l....c=il^n 

J  2     l  (/a;2  J 


Sul)stituant  ces  valeurs  dans  1  'quauon  [K),  elle 
devient 

idy^  1     f^Tiyl 

l  </^  J  2     i  r/:r^  j 
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-      .r3  +  &c.    (C)  5 

3   j 


2.  3    l  t/a;3 

telle    est  la  formule    de  Mac-Lauriu,    ou    selon 
iVautrcS;  de  Stirlinp^. 


Ail itlicat ions  de  cette  foruiiilei 


1  î  1 . — I.   Soit  proposée  rôquatioii  //  = 


a+x 


DifFérentiant(  15),  dy=  — 


dx 


{a+xf 


d'où 


dy 


1 


dx  [a  +  xf 

dhj      2  {a  +  x) 


...  différcntiant  encore,     


dx^       [a  +  x)4        {a+  x)^ 

é^y  '2.  3  {a  +  xf  2.  3 

dx'^ 


De  même,  " 


....  et  ainsi  de 


{a+xf  («+x)4 

suite. — Faisant  a;  =  0  dans  toutes  eesY'quations,  on 


trouve  {y)  — 

-  d^y 
^  dx^ 


(t 


r  dy  1 
\,dx  j 


f«3 


2.  3 


,    &c.      Substituant  ces  va- 


iC^ 
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Icursct  ccIIimIc//    dans  la  lovinulc(f/),  on  obli»  ni 


tl  +  X 


4- +  &r. 

'/■-'       o^        fC^ 


11*1.— IL  Svnty=loo-.  {n+x)....  DilIV-rontiani 

(h  fh/         J 

(17),  ....  dy= ;  d'où — = Doni*    .... 

t(  4-.T  ilv     a+x 


,Vy 


Si/ 


d^y 


2.  3 


(It^           {<(A-xf'      (Ix^      {a  +  x)^        dxi 
<Scc.     Faisant  a;  =0,  alors  


{ft  +  xY 


L  dx  . 


1     r  iih,  1       1 


il 


l  di'-  J 


•2.  3 


I  =- 


rt'-' 


""   l  t/x3  j       «3  '■■■    y  (lx-1  J  ~ 

et  en  substituant  dans  la  Ibnnulc  {G) 


&c.  ; 


o'' 


X  ,}•-  X^  x^ 

log  («+  x)  =lop:  <■/  H 1 1-&('. 

r/  2  r/;2     3  f/-/'^       4  al 


0)-' 

Si  rt  =  1,  alors  on  a  (  '  )  log-  (1  +  .r)  =  x 1- 


(*)  Voyez  note  H;  ProblîMiic 
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1- &c. 

3        4 

1 13.— III.  Soit  V  =  sin  {,v  -{-  a).     Ditïéivntinnt, 

dy 

(20),  dy  =  cos  (.r  +  ^0  '^•*'  '■>  ^^^^^c  —  =  cos  {x  +  «)    .... 

d~y 
Coiiscnucmmcnt  (21),  —  =  —sin  [x  -\-  a) 

dx' 

d^y  dhj 

■  =  —  cos  {x-\-  a)  ....  —  =  sin  {x  +  n)  


dx 


:i 


dx'^ 


d^y 

—  =  ces  \X  +  r/)    ....   &.C. 
dx^ 

Soit  maintenant  a;  =  0  :  tilor.s  {y)  —  sin  a  .... 


-  dy  ■^ 
^dx 


=  cos  a  .... 


V, 


d^ 
d:t'- 


sm  a .... 


dhj  ■>) 

I    =  —  COSrt.,.. 

\^dx^ 


"d^ij- 

,  dx^  , 


—sin  </ ... 


r  ^%  1 

I   —   I  =  cos  a  ....  &c. 

Donc,  d'après  la  forninlc  (6^), 

vin  (.V  +  ^^)  =  sin  a  +  cos  r< sin  a 

1  1.  2 

M 


8-2 


il 

ïm 

il 


cosa 


r  siiH/ 


+  cos  a- 


3cc. 


1.2.3  1.2.:i.4  1.2.3.4.5 

Faisons  à  présent  a  —  0;  alors  «in  r/  =  0  ;  et  cos  a  =  1  ; 


X'^ 


donc  sin  a?  = 


«6 


1        1.2.0       1.2.3.1.5 


&c.     (*) 


ii^li:'' 


f  14. 


il 


f 

m- 


:!in 


1^' 


114.— IV.  Soity=(a  +  .T)ni    ....  Oneutir»'  .... 

dy:=m  [a  +  a:)"'-l  dx  ;  (Voii  —  =  m  {a+  x)in—l  j  .... 

dx 


éPy 
dx'^ 
dhj 
dx^ 


=  m  {m  —  1)  {a  +  xy^-'^ 


=  m  {m  —  1)  {m  —  2)  (a  +  a:)"i-3  ....  g^^. 


Donc  six  =0,  {■i^j  -  n^ii ....    |    —  |  ~m  a  '^~^ 


Vdx2  } 


=  m{m~-\)  a»'-2 


—      -m  {m—\)  {ni  —  2)  a'»— '^ 
f/4:3 


&e. 


La  forai ule  (G)  donne  aloi*» 


(*)  Voyw  noteC,  IV,  Problènjp  1er. 


fi3 


m  (m  —  l) 


1.  2 


m  {m  —  1)  {m  —  2) 


1.  2.  ;J 


am~.i  j.:i  +  ifcc. , 


formule  Jii  binoiiic  de  >fe\vton     (27). 

115.  Lemme. — Si,   dans  une  foiH'tioit  *   ési  ar,. 
la  variable  x  se  change  en  x  +  //,    ou  a   1  ^e 

t'oeflicicnt   difléventiel    lorsque   x  est  vari  ,/* 

constant,  que  lorsque  /i»  est  variable    et  t  cuusiant. 

En  effet  si  dansTéquation  y  —fx  (8),  on  fait  x  = 
•r  + /«,  et  si  l'on  a  alors //' =/ (r  +  70,  parla  diffé- 
rentiatiou  on  obtient  <.hf=j  [x  +  //)  d  {x  +  h)  (D). 
Si  dans  cette  équation  on  suppose  x  variable  et 
h  constant,  on  aura 

dii' 
'///  •  =y  ("ï  +  /')  dx  ;  d'où  —  =  /•  (.r  +  // )      (  K) . 

dx 

Si  au  contraire  on  suppose  h  variable  et  ^f  constant, 

di/' 
di/'  =./■  (x  +  //)  dh  ;  d'où  —  =  /'(x  +  h)     {F). 

dk 

De  la  comparaison  des  deux  équations  {E)  et  {F) 

dy>     dif 
on    doit  concbue   que  -    = -- ,    c'est-à-dire  que 

dx      dk 

ces  coetlicients  différentiels  soûl  égaux:  c.  q.  1,  d. — 


IMAGE  EVALUATION 
TEST  TARGET  (MT-3) 


1.0 


l.l 


1.25 


1.4 


IM 

2.2 
2.0 

1.6 


V] 


<^ 


/} 


/: 


c^m."    .>.,    ^^^ 


^ 


C?j^^ 


^ 


Photographie 

Sciences 
Corporation 


^ 


23  WEST  MAIN  STREET 

WEBfTER.N.Y.  14580 

(716)  872-4503 


4- 


i/.A 


^ 


<> 


84 


De  même 


d-y      d^y 


'^tj 


dx^       dlfi 


&.C. 


116.  Théorème  de  Taylor. — Soit  y  une  fonc- 
tion de  X  ;  et  soit  î/' une  fonction  àex+  h.  En  ex- 
aminant les  fonctions  de  a;  + /*  contenues  dans  les 
nos.  104,105,106  et  108,  «on  Verra  que  l'on  peut 
supposer 

y'  =  y  +  Ah  +  BA2  +  Ch^  +  Wâ  +  &c.  [H), 

A,  B,  C,  &c.  étant  des  fonctions  inconnues  de  x 
qu'il  s'agit  de  déterminer. 

Différentiant  donc  par  rapport  à  //,  et  divisant 
par  dhj 


dyl 
dh 


=  A  +  2  B/t  +  3  CJi^  +  4  Dïi^  +  &c.     (/)  ; 


différentiant  de  même  l'équation  (//)  par  rapport  à  x, 
et  divisant  par  dx^  on  aura 

dy  '    dy      dk        dlà  dC 

—  =  —  +  —  h+  —  h^+  —  A'^  +  &c.   (.7). 
dx       dx      dx  dx  dx 

Les  premiers  membres  de  ces  deux  équations 
étant  égaux  (115),  les  seconds  membres  doivent 
l'être  aussi  :  égalant  donc  (*)  entre  eux  les  coeffi- 
cients des  mêmes  puissances  de  h,  on  trouvera 


(*)  Voyez  iiolc  C. 


L   4  U 


8Ô 


dii       1     (l:iy 


dy  c/A  _1    Sy        ,_ 

~  dx  2  dx       2    dr2  8  dx     2. 3  t/^ri 

....  &c.  Mettant  ces  valeiu's  dans  l'équation  [H), on  u 

dy         d-y  h''      d^y      m 

y1-y+^k+ + +&C.  (7), 

dx        dx^l.2     c/x3l. '2.3 
ce  qui  est  la  formule  de  Taylor. 

11  y.  C'est  sur  ce  théorème  que  Lagrange  a  ba- 
sé sa  méthode,  mais  il  y  parvient  par  des  considé- 
rations purement  algébriques,  et  sans  recourir  aux 
limites,  ou  aux  infiniment  petits. 


Aiiiilications  de  cette  formule. 


IIS.__I.  Soit  y  =  V^  ....  et«/'=  Va;-|-/t....Donc 


dy     l       ^11 

d'-y          1                    1     1 

dx     2              2    Vx 
#y      3              3    1 

'"  dx^         4                   4    v'x3 
d^y          15                 15    1 

—  a?'""'î!  —    "■  ■""  ... 

dx^      8               8  Va;5 

dxi          16                 16  Va;7 

....  &c.    Substituant  ces  valeurs  d«ns  la  formule  {T), 


on  a 


1^ 


8(i 


_      1     A         1      //'       1       //3 

•2  V;^       8  Vx-.i     1()  V.x5 

119. — IT.  Soit  y  —  cos  a?  ....  et  yl  =  cos  (f  +  //).... 
Donc  (-20,  21) 

dy  d'y  tPy 

—  =  — sina?.... —  =  — COS.*;....  — =  .siu  x    


Sy  d^y 

=  COS    X      .... =  —  aill  X 


&.C. 


Substituant  dans  la  Ibrmulc  de  Taylor,  on  obtient 

h  Jfi 

COS   (a?  +  h)  =  COS  X —  sin  X cos  x h 

1  1.  2 


//^ 


A4 


//5 


sm  X 


1.  2.  3 


+  COS  X 


sni  X 


1.  2.  3. 4 


1.2.8.4.0 


&c. .. — Soit  a;  =  0  ....  alors  sin  x  =  0,  et  cos  x  =  1 

■  —  &c. 


Donc  COS h=  1 1 


1.2      1.2.3.4 

1*10.— III.  Soity=sina:....ety'=sin(  ;+7/;.Donc 

dy  d^y  d^y 

—  =  cos  X  ....  —  = —  sin  a:  ....  —  =  —  cos  iv 
dx  dx'  dj"^ 

d^y  dPy 

—  =  siu  r  ....  —  =  COS  X  ....  «Sic.  ...  En  sid)slituanl, 
dr^  dx'' 


^7 


sin  (.<;  +  //)  =  siu  x  +  (-os  x  —  —  sin  .'?• 


1.2 


It}^ 


7/4 


ces  :v 


+•  sin  X 


1    ^   3 

-&c (ro, 


1.  2.  3.  4 


+  eos  a; 


1.  2.  8.  4.  r> 


ou,  en  mettant  sin  a;  et  cos  x  en  évidence, 


sin  {x  +h)  =sin  .r  (1 


A2 


7/^ 


+ 


+  cos  a?  (h- 


1.   2        1.  2.  îî.  4 
7i^  7*5 


&c.) 


—  &c.)    (D. 


1.2.3    1.2.3.4.5 
Soit  maintenant  a?  =  0  ;  l'équation  (  U)  devient 
7/3  7*5 


sin  h  =  h 


■  + 


1.  2.  3       1.  2.  3.  4.  5 


—  &c.     (113) 


Substituant  dans  l'équation  (  V),  on  a  donc     (119) 

sin  (a?  +  II)  =  sii;  x  cos  7<  +  sin  h  cos  a?. 

lUl.  Pour  l'application  de  la  Méthode  des  lii- 
mites  à  la  détermination  des  ^oi«Y«  singuliers  des 
courbes,  à  celle  des  courbes  osculairices,  &c.,  on 
peut  consulter  les  Traités  de  liucroix,  Boucharlat, 
Hind,  &c.  • 
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NOTES. 


NOTE  A.  ^ 
Du  Binôme  de  Newton. 


Le  no.  27,  page  20,  contient  une  démonstmlion 
de  la  formule  suivante,  duc  à  Newton: 

m  m  (m  —  i)    > 

(«4-  6)-=  «-  +-  «"'-^  &  +  —|-^ «"--'-  + 


m  {m  -  1)  {m  -  2)        ^ 


1.  2.  3 


ou 


m  a^^         .'il  {m  —  1)   (' 


M 


(a  +  IM  =  «'»  + A  + ; 

^  \    a  1.  2        ^«^ 


Ô2  4- 


m 


{^n  —  1)  (m  —  2)  a»*         m(m— 1)(/^?— 2)(w--3) 

A**  +  " "^ 

3  1.  2.  3.  4 


1.  2.  3 


«•^ 


|:   m 


MO 


/;»»         m  {m  —  l  )  (m  —  2)  {iti  —  :i)  { w/  —  4  )  //"» 


«4 

OU 


1.  2.  3.  4.  ft 


«■^ 


{a  +  i)»'  =  a«»  (1  H + + 

la-  1.  2       «2 


w  {m—l)  {m  —  2)  //■*     wé  (//«  —  1  )  {m  —  2)  (/«  —  3)  /** 

+ + 


1.  2.  3 


a' 


1.  2.  3.  4 


a^ 


wi  0«  —  1)  (w  —  2)  {m  —  3)  {;«  ~  4)  //* 


1.  2.  3.  4.  5 


•&c.).(0. 


ft-i 


ApplIcAtlonit  «1«  cetle  roriiiiile« 


T.  Développer  («  +  x)—^  .... 

Ici  />=.T,  et  »w  =  —  1  ....  Donc  d'après    lu   for- 
mule {P), 

(a  +  a?)-l=a-Ml  —  1  —  +  1 1  — + 


a 


a^ 


«■^ 


X4 


a?        a:^       aî3      aj4 


1 &c.)=  — (1 + + &€.)  = 


(t. 


a       a- 


a-^      (O 


01 


I         j;         -ri         x,<       ji 

+ +  _ 

rt        rt-       a^        n^       /i"> 


9ii 


II.  Développer  (l  +  a-)-^ 

Alors  a=l,h  =x?,  et  //*  =  —  1.      Donc,    selon  la 
Ibrraulc  {P), 


X' 


x*> 


(i+*')-^=i-Mi-i-  +  i--i~.  +  &c.)  = 

111 

III.  Développer  (1  —  a:^)*. 

'«  =  1,  i  =  —  .t2,  et  m  =  }  .     La  formule  (/')  donne 
alors 


(1  — a;2)i  =  ij(i 


1     x'i 


1  x**        la?*» 


2    1 


8    1        16   1 


5    a:» 


7    xl«^ 


128    1         256  1 

«3        0:4        a^G       5^»        7^10 

^~'  ~~~  ""*  ~~^"""  ^"^         ■■  —— .  ^e 
8         8         16        128         256 

IV.  Développer  (1  — a;^)— i. 

a  =  1,  i  =—  a;3,  m  =_^  .     Donc 

(1  — u;-^)-i=l-i(l4. ^_^ ^ 

2       1    1 


02 


J      3      5  x6 

— .  — .  — ^  +  &c.)  = 
2     4      6    1 


1  13  13      5 


2      4 


2      4      0 


z2      3  x4       5  a;6       35  a:« 

1  +  —  + + + +  &c. 

2  8  16         128 

V.  Développer  (a;  —  x2)i. 

Alors  a  =  x,  ô  =  —  a;^^  et  m  =  ^  .      Donc,  par  la 
formule  (P), 

1  ^2       i   x^        1  afi 

2  X         S   x^       16  a;3 
5    ^^        7     ^cio 

128  :r4       256  «5 

X      x^       x^       5  x'^       7  A'^ 

a?i(l &c). 

2        8        16         128         256 

VI.  Développer  (œ  —  a?2)-j. 

Ici  «  =  X,  6  =  —  x^,  wî  =  —  \.    Donc  (IV), 

1  3  6 

(a;  _  a:2)-i  =  .j:~i  (1  +  —  ^ +— ■  ^2  +  ^  a;3  + 

2  8  16 
35 

—  x^  +  &c.). 
138 


03 


VIL  Dévolopjici  («'^  —  a;2)4. 

1  a?2         1^.-4        1  a?« 


(«2  —  ^:2)1  =  («2)1(1 

5    S'a 

&c.)  =     . 

128  «8 


2   «2        8    «4       16  «6 


X 


A 


ofi 


5a?8 


2  «2        8  «4        16  „6        128  «8 


—  &c.) 


VIII.  Développer  (/>2  +  4  y2)j 

Ici«=:^2,5=4y2,  etm=^  .    Donc,  parlafor- 
mule  (P), 


1  64y6        5     256^8 


2    i>2  8     /ï^ 

+  &c.)  = 


16   jo6         128     ^8 

(l  +  fil_^^       42^       102/8 
/?4 


^4 


/?«  j^a 


+  &C.)  = 


2y2       2y4       4yG        loys 


^ 


^3 


jga 


P" 


NOTE   B. 


DES     DIVKRS    SYSTEMES    DE     LOGARITHMES. 


■■>. 

il 


On  sait  que  les  logarithmes  en  général  sont  des 
exposants  en  progression  par  différence  (ou  arith- 
métique) de  termes  en  progression  par  quotient  (ou 
géométrique). 

Il  suit  de  cette  définition  qu'il  y  a  une  infinité  de 
systèmes  de  logarithmes.  On  emploie  plus  parti- 
culièrement les  logarithmes  ordinaires,  et  les  lo- 
garithmes naturels. 

Le  système  des  logarithmes  ordinaires  ou  de 
Briggsest  celui  dans  lequel  10  a  1  pour  logarithme, 
et  dont  0,4342944819  &c.  est  le  module.  Ce  sont 
ceux  des  tables  de  Lalande. 

Le  système  des  logarithmes  naturels  ou  de  Né- 
per  (Napicr)  est  celui  dans  lequel  10  a  2,30258509- 
2994  &c.  pour  logarithme,  et  dont  le  module  est  1. 
On  appelle  communément  ces  logarithmes  hyper- 
boliques, à  cause  de  l'analogie  qu'ils  ont  avec  les 
espaces  compris,  dans  une  hyperbole  équilatère, 
entre  l'asymptote  et  la  courbe.     (Voyez  n^-  79). 

Le  module  cbt  le  rapport  qui  existe  entre  les  dii- 
Jérenls  système?  de  lugarithmco     Le   système  que 


95 

Ton  pvond  \>  ■  tovmr  do  compavaison  osi  rolui  «h's 
lofçaritliines  iiypcvbolituuis,  qui  a  1  pour  modulo. 
Ainsi  on  trouvera  le  module  de  tout  autre  systôme 
en  divisant  le  logarithme  de  10  dans  ce  système, 
par  2,302585092991  &c.,  logarithme  hyperholique 
de  10.  Par  exemple,  le  module  0,4312941819  &c. 
des  logarithmes  ordinaires  s'obtient  en  divisant  1, 
logarithme  tabulaire  de  10,  par  2,302585  &c. 

On  voit  par  là  qu'ayant  le  logarithme  hyperbo- 
lique d'un  nombre,  on  doit,  pour  en  avoir  le  loga- 
rithme ordinaire,  multiplier  le  logarithme  donné 
par  0,43429  &c.,  module  des  logarithmes  tabulaires. 

Problème. — Trouver  le  logarithme  de  1  +  a;. 

(*)    Soit  log  (1  +  x)  =  Ax  +  15^2  +  Ca:3  +  &c (1) 

Soit(l  +x)m-\  +z (2) 

Soit  log  (l+z)  =  Az  +  Bz'i  +  0^3  +  &c (3) 

Mettant  les  logarithmes  dans  l'équation  (2),  on  a 
log.  (1  +  x)m  ou  m  log  (1  +  a?)  =log  (1  +  z)  ....  (4) 
Donc,  d'après  les  équations  (1)  et  (3),  

m  Az+»iBa;'!  +  mCar3+ &c.  =As  +  Bi*-i-Cs'-l- &c.    ..    (5) 

Mais  de  l'équation  (2)  on  tire  encore  ^  =  (1  +x)"' —  1, 
eten  développant  (1  +  x)'»  par  le  binôme  de  Newton, 

m  {m  —  1)         1)1  {m  —  1)  {m  —  2) 

z=mx+ x2  + x^+  &c. 

1.  2  1.  2.  3 

Substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  (5), 
on  a  enfin 


(*)  Voyez  note  C. 
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m  A.r  -f 


tn  Br'^  + 


mQu —  1) 

m  AxH A 

1.  2 


ni{ni. —  l)(w/  —  2) 
x2  + .  A 


m  C.T'*  ^  &c.  = 


1.  2.  3 
+     ni^  {m  —  1)    B 
+  m^    C 


+  &C. 

+  &Ç. 


Divisant  tous  les  termes  par  m, 
Ax  +  Ba?2  + 


m  —  1 

Ax  +  — A 


7W    B 


{m  —  1)  {m  —  2) 

a;2  + A 


Cx^  +  &c.  = 

a?3  +  &c. 


2.  3 

4-  m  (m  —  1)  B 

•h  m2  C 


+  &C. 
+  &C. 


m  —  1 
Donc  A  =  A  .... A  +  w  B  =  B  j  ....  donc 


m  —  1 
mH  —  B  =  -^ r—  A";  ou 


{m  —  1)  B  =  —  {m  —  1)  —  ;  donc 

2 

m —  J  A  A 

B  =  — = ....  On  trouvera  de  même 

m  —1   2  2 

A 

C  = — . .  Substituant  ces  valeurs  dans  l'équation  (1). 
3 
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log  (1  +  j;)  =  A.r -\ &c.  = 

2  3 

A{X + &c). 

2        3 

A  est  le  module.  Si  on  le  suppose  égal  à  1,  on  aura 
les  logarithmes  hyperboliques  ;  si  on  le  fait  égal  a 
0,43429  &c.,  on  aura  les  logarithmes  ordinaires. 


NOTE   C. 


Méthode  des  CoefficieîJts  indéterminés. 


On  sait  qu'une  série  ou  une  suite  est  un  assem- 
blage de  termes  qui  vont  en  augmentant  ou  en  di- 
minuant de  valeur,  selon  une  certaine  loi. 

La  série  dont  les  termes  vont  en  augmentant  de 
valeur  se  nomme  divergente,  et  celle  dont  les  termes 
décroissent  s'appelle  convergente.  Une  suite  di- 
verge ou  converge  d'autant  plus  rapidement,  que 
chaque  terme  croît  ou  décroît  plus  sensiblement  à 
l'égard  décelai  qui  le  précède. 

La  Méthode  des  Coefficients  indéterminés  a  pour 
but  de  réduire  certaines  fonctions  algébrique^  en 
séries. 
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P*"*  Exemple. — Soit  propane  de  trouve t' en  série  la 


1 


valeur  de 


1  ~x 


Faisons 


1  —X 


=  A  +  Ba:  +  Co:'^  +  Da;3  +  &c.    {O)  ; 


A,  B,  C,  D,  &c.  étant  des  coefficients  dont  la  va- 
leur soit  indétenninée,  et  tels  qu'ils  ne  renferment 
pas  X. 

Otons  le  dénominateur  du  premier  membre  ;  alors 


1=A  +  B 
—  A 

Transposons  1  ;  .. 

0=         A  +  B 
—  1— A 


x  +  C 
B 

x2  +  D 

c 

x+C 
—  B 

a;2  +  D 
-C 

.r5  +  &C. 
—  &c. 


a;3  +  &c. 
—  &c. 


(x  est  sous-entendu  après  — A;  a:^,  après — B,  &c.) 
Puisque  tout  le  second  membre  se  réduit  à  0,  éga- 
lons chaque  colonne  de  coefficients  àO;  nous  aurons 

A  —  1=0;  donc  A  =  1  ; 

B  —  A  =  0;  donc  B  =  A  =  1  ; 

C  — B  =  0;doncC=B  =  l; 

D  — C=0;doncD=C  =  lj 

et  ainsi  de  suite. 

Substituons  ces  valeurs  dans  l'équation  (O): 
1 


=  1  +ï+a:2+x'i  +  &c. 


1  —  X 


yy 


Remarque. — Voici  comment  on  peut  démontrer 
que  dans  réquation  0  =  A  4-  Ba:  +  0x2  4.  \)x^  ■\-  &e. 
chacun  des  coefficients  A,  B,  C,  D,  &c.   est   nul. 

En  effet,  cette  équation  devant  avoir  lieu,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  x,  supposons  oc  =  0.  Elle  se 
réduit  alors  à  0  =  A  :  et  comme  A  est  indépendant 
(le  a?,  ce  terme  sera  donc  encore  nul,  lorsque  x  n'é- 
galera pas  0.     L'équation  se  réduit  donc  à 

0  =  B^  +  Ca'-2  +  l>x^  +  &c. 

Maintenant  supprimons  le  facteur  commun  x  ; 
il  reste  0  =  B  +  Co:  +  Da^^  +  &c. 

Appliquant  à  cette  équation  le  raisonnement  pré- 
cédent, nous  trouverons  B  =  0  ;  et  ainsi  de  suite. 


2"*^'  Exemple. — Réduire  en  série  Vl  +a;. 


Soit  Vl  +  a;  =  A  -h  Bx  +  Ca;2+  Da?3  +  Ex^  +  &c. 
Elevant  les  deux  membres  au  carré. 


+  2AC       +2AD 


X3+         C» 

+  2Ae'    +&C. 


Egalant  les  coefficients  des  mêmes  puissances  de 
X  dans  les  deux  membres,  ....    A-  =  1  ;  donc  A  =  1. 


2  AB  =  1  ;  donc  B  = 


2A 


ww  '"'   ^twtmm 
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2  AC  +  B2  =  0;  aoncC  = 


B2 


2  A 


2AD  +  2BC=0i  doncD=  — 


BC 


2  AE  +  2  BD  +  C2  =  0  i  donc  2  AE  = 

1  1  5 

C2  = = ;  doncE  =  - 

16       64  64 


8 
1 

16 

-2BD 
5 
128  ' 


Donc,  en  substituant  dans  la  première  équation, 


X         a?-*      a;^ 


5x* 

Vl+a?  =  l+ + +  &c. 

2         8        16        128 


JProMhtnes  tk  résoudre, — Réduire  en  séries 


a  1  +2a;  1  +  x 


a  +  X 


l_j_>x2 


(1— a?)3 


IV. 


a2 


a^  +  2ax  —  a;2 


....  V.   Vi  ^  x^  .... 


VI.  Vi  +  a?  +  a?2  +  ï3  +  &c VIL  ^«2  —  a?2  .... 


VIII. 


a^ — X2 


a  +  bx  —  x2 


....  X^« 


3  x—x^ 


loi  . 

Applications  d«  la  Alethodc  «leit  Coefflcleiilo 
IndetcrmlncK. 


I.  nécompo&ition  Uea  Jîrwctiona, 


Problème.  —  Soit  proposé   de   décomposer  la 


fraction 


x^ 


{x  —  a)[x  —  h) 


en  la  somme  de  deux  autres 


fractions  telles  que  chacune  ait  pour  dénominateur 
l'un  des  fanteurs  du  dénominateur  de  la  fraction 
donnée. 


Faisons 


x^ 


A  B 

+ 


{x—a){a:~h)      x  —  a      x  —  b 

9 

en  réduisant  au  môme  dénominateur, 

Ax  —  Ab  +  Bx  —  Ba 

~       7         ~:  '  et  ôtant  le    dénominateur 

(a?  —  a)[x  —  b) 

commun, 

x'^  =  Ax—Ab  +  Bx  —  B«  =  (A+B)  x  ~Ab  -Ba. 
DoncA+B=xj  ....  el  — Aô-Ba=0.  De  la 
prenaière  équation,  on  tire  A  =  «—  B  ;  substi- 
tuant dans  la  seconde,  —  bx  -H  B6  —  Ba  =  0  j  donc 


~i, 


»-)«■  Il 


10-i 


m 


i 


\i{h  —  a)  =  fjx  ;  (lune  lî  = 


bx 


h 


a 


Dune  A  =  a  —  H  =  X  — 


hx  bx  —  ttx  —  bx 


b  —  a 


a 


ux 


ax 


b  —  a       <t  ~ 

-  h 

-' 

Donc  onfiii 

ax             bx 

X2 

a  —  b       b  —  a 

— 

+ 

X  —  a       X  —  b 

{x  —  a)  {x 

-h) 

ax 

bx 

(«  —b){x—  a)      {b  —  a){x—  b) 

On  peut  s'assurer  de  l'exactitude  de  ce   résultat, 
en  réduisant  le  tout  au  môme  dénominateur. 

ProMèntes  u   résoudre. — Décomposer    les 
fractions 


x+  c 


x«     ■••• 


{x  —  a)  {x  —  b) 


II. 


2a 


a- 


X" 


II,  Jflethode  inverse  des  séries  ou 
retour  des  suites. 

Quand  la  valeur  d'une  quantité  x  est   exprimée 
en  une  série  des  puissances  d'une  autre  y,  il  est  sou- 


I(»M 


vent  nécessaire  de  trouver  la  valeur  de   la  sceiHide 

quanti tù  y  en  une  série  «les   puissances   de  la   ])re- 

mière  :v,  et  c'est  ce  qu*;  l'on  appelle  Itetoiir  des  Sé- 
ries. 

On  peut  pour  cela  cnipl(>yer  la  Méthode  des  Co- 
efficients indéterminés.     Voici  la  manière  d'opérer. 

Supposons  <iue  l'on  ail  une  série  exprimant  la  va- 
leur de  X  en  puissances  de  y. 

P-  On  égale  i/  à  une  série  des  puissances  de  j, 
multipliées  par  des  coefficients  indéterminés. 

2o-  On  substitue  cette  valeur  de  .r,  ot  celle  de 
ses  différentes  puissances  dans  la  série  proposée. 

3"  On  eu  déduit  la  valeur  des  divers  coefficients 
indéterminés,  et  on  substitue  cette  valeur  dans  l'é- 
quation exprimant  y  en  puissances  de  x. 

Exemple. — Soit  x  =  ay  +  hy^  +  cy'^  +  dy^  +  &c  : 
(72),  trouver  y  en  une  série  des  puissances  de  a:. 


Solution. — Faisons  y  =  Aa:  -f-  B 


On  aura  donc 


if  =  A" 


x^  +        C 
+  2AB 


2/3  = 

-.4  __ 


0^3  + 


D 


+        3=^ 

+  2   AC 
+  3  A^B 

A'' 


+  &C. 
+  &C. 

+  &tc. 


Substituant  ces  valeurs  dans  l'équatioii  proposée, 
on  a 
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X  =  u  Aj:  +    a  B  . 
-H  6  As 


+      aC 
4-26AB 


+     cA' 


xi  +  a  D  . 

+  6  El 
4-2  tAC 
+3  c  A»B 
+     d     A* 


+  *ic. 


+  &c. 
+  Sic. 


D'oùrt  A  =  1  ....  A  = 


/>                     b 
rt  B  +  />  A2  =  0  ....  r«  B  = ....  B  = . 


«2 


a" 


rtC=— 2*AB— 6A3  = 


2  i2  ^.       2  i2  _  rrc 


a^         «3 


a'' 


2  ^2   _  fit; 


C  = 


a° 


rt" 


a" 


rt° 


a'* 


5  6^  _  2  rt/>c  —  3  abc  +  c?d 


a^ 


D  = 


blfi  —  5  abc  +  a^d 


a' 


Substituant   enfin  ces   valeurs  de  A,  B,  C,  D, 
dans  l'équation  (/?), 
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y  =  —  I X2  -\ '—  xi 


a  a3 

5  63  —  5  abc  +  (î^d 


«e 


^■^  +  Ac. 


a' 


JProbt^n$es  ce  §*èëoudre, — Supposant 

y^     y^     y^ 

II a?  =  y+— 4-  — +  — +  &C. 

3        3        4 

y  yl  yS  y4 

III a?= H 4.&C. 

a        2  a2      3  a3        4  a* 

trouver  y  en  puissances  de  x. 

III.  I^èmonaifatiof»  générate  du 
Binotne  de  •Vewton, 

m 

n 
Soit  (1  +  x)  =  1  +  Aa'+  B^t-a  4.Ca;S  j^T>xa  +  &c.    (1) 

m 

et(l+y)  =l+Ay+B.y24.Cv5+  Dy*  +  &c.  (2) 

1  ] 

tt  n 


Soit  encore  (1  +  a;)  =f^  ....et  (l  +y)   =-   v 


(3) 


-^'•' 


lOG 


m 


Doncw»»  =  (l  +  a?)  =l+Az4-Ba;2+Cx3+D;r'»+&c.{4) 


m 


et  v'»=  (1  4-  y)  =l+Ay+By2+Cy3+Dî/4+&c.(5) 
Donctt»*  —  t;»*  =  A  (x  —  y)  +  B  (^2  —  y"?)  + 

C  (a:3  ^y^)  +  J)  (x4  _-  y4)  +  &c.  (6) 


n 


n 


De  plus  (3)....M"  =  (1  +  ^)    =  1  +  a; ....  ctv'^  =  l+y;  (7) 

donc  i««  —  r»=a? — y    (8) 

Donc,  en  divisant  l'équation  (6)  par  l'équation  (8), 


A  +  B{x  +  y)+C{x^  +  xy+i/i)  + 


un  —  j)n 

D  ix^  +  x^y  +  xy"- +  y^)  +  kc (9) 

Divisant  les  deux  termes  de  la  fraction  par  u  —  v, 
on  a 


«m-i  ^  um-2  V  jf.  um—'à  ?;2   ,,,,  ^  ^^  i^m-2  ^  j;ffi-l 


^n— 1   +   j^n— 2  y  jf.  nn-3  ifi  4.  ^  vn—2  +  î;n-l 


(*) 


(*)  En  divisant  u"  —  «'  par  u  —  v,  ou  trouve  u  +  f  pour  quO' 
tient  ;  ....  u'  —  v^  par  u  —  v,  on  a.  xi-  +  uv  +  v^  ; 
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=:  A  +  B  (.r  +  y)  +  C  (x^  +  xy  +y2)  4- 

D(a:3 +X22/  + 3:3/2 +  y3)  +  &c (j^j 

Dans  les  égalités  (3),  soit  x=^y,  alors  u  =  v.    Dans 
cette  supposition,   l'équation  (10)  devient 

=  A  +  oBx  +  3Ca;'2+4Da;3  +  &c.  = (H) 


mi^—^ 


7^^<'» 


(en  nniltipliantpar  î^  les  deux  termes  de  la  fraction 


nu"'—^ 


U*  —  V* 


.=  U^+tiS    V    4-  WP2  4-   î,3. 


u 


Chaque  quotient  contient  autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités  dans 
le  degré  du  dividende;  do  plus  l'exposant  de  u,  dans  chaque  terme 
du  quotient,  est  égal  à  ce  degré  du  dividende,  moins  le  rang  du  terme  ; 
et  celui  de  v  est  égal  à  ce  rang  diminué  d'une  unité. 


m      m 
Donc  sil'on  divise  u  — v   paru — v,    on    aura   un  nombre  rn  de 
termes;  l'avant  dernier,  ou  le  terme  m—  1,  sera  donc 

m—m+l  m—l—l        m.— 2  m—m  nu—l 

u  V  =zuv        ,  et  le  dernier  m  sera  w         v        =z 

m — l 
V         .    Donc  enfin 

m         m 

u    —V       m— 1        m— 2  m— 3  2  «1—2       m— 1 
•=u         +u         v-\-u          V  ... -^  uv         -\-v 

u  —  V 
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On  a  encore,  en  faisant  disparaître  le  facteur  un 
du  dénominateur  de  la  dernière  fraction  (11), 


m 


«m  -  «n  (A  +  2  Bar  +  3  Ca?2  +  4  Dx^  +  &c.) ...  (12) 
n 

Substituant  les  valeurs  de  w»»  et  de  m«,  tirées  des 
équations  (4)  et  (7),  on  obtient 

mm  m  m 

— +  — A    X  +  —B    z2+— C  a:3  +  &c.  = 
n      n  n  n 


A  +  2  B    a?  +  3  C    a;2  +  4  D    a;3  +  &c. 

4-     A        +2B  +3C         +&C. 

m 
D'où  A  =  — . 
n 

m  m 

8B  +  A=:— A....  2B  =  — A  — A  = 

n  n 

Cm  ^        m   f  m  "^ 

A    I  --1  1  =~      --1     .... 

L  w  J        n    [^  n  J 


(13) 


m 
n 


B'= 


m 


—  1 


n 


m  m 

3C  +  2B=-B...3C  =  -B— 2B  = 


lui) 


r 


m        m 


B 


m 


n 


n     \    n 


l 


1 


1  r 


/// 


w 


-2 


m 


n 


C  = 


V, 


m 
1 

n 


^    (m 


~\ 


I  I 

J  l 


n 


2.  3 


4D  +  3C=—  C  ....  4D  =  —  C  —  3C  = 

n  n 


m   Cm 


'\ 


m        ^      n 
3 


V. 


n 


r 


m 

2 

n 


yn       J 


2.  3 


D  = 


m  Ç  m  "If  m 

-  I- 1   I     I  - 

n   {  n  J    l  w 


r  m         1 

I 3   I 

l   n  J 


2.  3.  4 


Substituant  enfin  ces  valeurs  des  coefficients 
A,  B,  C,  D,  dans  l'équation  (1), 

1 


m 


m  (  m 

-I Il 

n  m  n    y  n  ) 

(1  +  a;)  =  1+  —  x+ x^  + 

n  L  2 
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m 

r 

m 

1 

r 

m 

\ 

1 

—  1 

1 

1 



-  2 

\ 

n 

n 

J 

i 

w 

J 

1.  2.  3 


a;3  + 


„  I 1    1    I  _ 


1  {m      \ 


J     Vn 


-3   I 
J 


1.    2.  8.  4 


.r4+&c,  (14) 


il 


IV.  W*rnhlhmcs  fie  Trigonométrie, 

Problèmi:  lop — Trouver  la  valeur  dusifuis  cVun 
arc  en  fonction  de  cet  arc. 

Solution. — Soit  Vdxcda=s;  (Fig.  5^-)  soit  le 
sinus  <ip  =x,  alors  <ii  —  ds,  etio  =  dx  :  soit  encore 
le  rayon  ~  1.  Les  deux  triangles  acp,  aio,  sem- 
blables parce  que  leurs  cotés   correspondants  sont 

perpendiculaires,  donnent  la  proportion 

i 

ca  :  ai  :  :  cp  :  io,  ou  1  :  ds::  cos  s:  dx  —  cos  s.  dit. 

Or  cos  ,ç  =:  Vi  —  sin'  6-=  V 1  —  x'^.     Donc  

dr  =  ^f— ^  X  ds,  ctdx^  =  (1  —  ,r2)  rf6>2  (/j) 

Soit  maintenant 
x  =  A,ç+Ba2  +C.v3  +  D.«ft  4-E.v5+FsHGs7+&c. 

DifFérentiant,   </.r  =  ( A  +  2  Jh  +  3  Cs^  +  4  D.s-3  + 

5  E.v'*  +  6  F.s-^+  7  G/  +  &c.)  (/,9. 


lU 


f^ubstituaiit  ce«  valeurs  dt;  du-  m  de  u.'  dans  IV-- 
quation  (/?),  et  divisant  chaque  membre  par  cis'i,  on 
obtient 


S"*!-  membre. 


I  *■''■•  membre. 


% 

K 

te 

Ô 

1 

> 

WW 

o 

^ 

+ 

+ 

lo 

«0 

> 

> 

+  +    + 


-H     + 

If»'       Ci 


WW 

1^, 


+  + 


+ 

> 


+     -f 

■X'       o 


+   + 


+  +    +   +   + 


te 


K. 


4* 
+ 
Ci 


Ww         W»' 
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Donc  A-'  =  1  ....  A  =  1.      4  AB  =  0  ....  B  =  0. 

1 

6  AC+4   B^  =  — A^  ....  (>  AC=— l....C= . 

6 

8AD  +  12BC=  -2  AB  =  ()  ....  D=0 

10  AE  +  16  BD  +  9C2  =  —  2  AC  — B2....  10  AE  = 

9       13      1  1 

—  9C2  — 2AC= +  —  =  —=—.. ..E= 

30      3       36    12  120 


12  AF  +  20  BE  -^  -21  CD  =  —  2  AD  —  2  BC  =  0 
....  F=o 

14  AG  +  24BF  +  30CE+16  D2  =  — 2  AE  — 
2  BD  —  C3  ....  14  AG  =  —  2  AE  —  C2  — 30  CE  = 


1        1       1 

60       36      24 


s^        s^ 


...G 


360 


5040 


Doiica?  =  .s' \- H  &c,  ou 

6      120      5040 
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a'  =  ' 


+  ■ 


+  &C. 
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1.2.3     1.2.3.4.5     1.2.3.4.5.6.7 


Problème  2"^ — Trouver  de  même  V expression 
du  sinus  d'un  arc  en  fonction  de  cet  arc,  en  retour- 
nant la  série  trouvée  an  n^-  S(i  .... 
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X^       3  a:5      5  x'' 
6        40        112 


Solution. — Soit 


^3  = 


x^  = 


A3 


+  3A2B 


E 
+  3AB2 

+  3A2C 

A5 


(M) 
s^+  &c. 

4-  &c. 


Donc  en  substituant  dans  l'équation  donnée  (L), 


s  =  A«  +  Bs2  + 


C 

A3 

+  — 

6 


(3+        D!s4+         Ei.s5  +  &C. 


A2B 


+ 


AB- 


+ 


2 
A2C 


2 
3A5 


+ 


40 


+  &C. 

+  &C. 


A3  1 

A=l     B=0     C= = =D  0 

6  6 


E  =  — 


A2C 

3A5          1         3         1 

2 

40           12       40      120 

«3         «5 

Donc  x  =  s + &c.,    comme  dans  le 

6      120 

problème  précédent. 
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